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Ueber die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen 
Integrale als Functionen eines Verzweigungspunktes. 


(Von Herrn Richard Fuchs.) 


Einleitung. 
Es Sei %Yı, Yar ++, 9. ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung 
d”y d’!y 
A.) - ), - In VER ).? — ‚), 
(A) dar TPı ge" "PnY9 
Wo Pı, Pax --.. p„ rationale Functionen von x sind. 
Bildet man dann die Determinante der » Funetionen Y,. 3. »... M, 
Yı Y: 0 Un 
Ju Y: 0 Sm 
y\' 1) ya» BE yir-» 


so sind bekanntlich die Unterdeterminanten (a—1)-ter Ordnung, welche aus 
den »a—1 ersten Zeilen von / hervorgehen, wenn man sie noch durch 4 
dividirt, Integrale der adjungirten Differentialgleichung von (A.). 

In seinen Abhandlungen „zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen“*) hat mein Vater im Falle »= 2m diejenigen Unterdeter- 
minanten von / betrachtet, welche aus den m ersten Zeilen gebildet wer- 
den können, und nachgewiesen, dass dieselben einer gewissen linearen 
homogenen Differentialgleichung genügen, welche sich ausgezeichneter Eigen- 
schaften erfreut, von denen er in späteren noch näher zu bezeichnenden 
Arbeiten mannigfache Anwendungen gegeben hat. Es erweist sich daher 


*) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1888 
Ss. 1115 fl. und S. 1273 ff. 
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als nützlich, allgemein die Unterdeterminanten von / ins Auge zu fassen, 
und dies ist in der T’hat geschehen*). 

Spaltet man von der Determinante / die ersten A Zeilen ab und 
bildet aus dieser Matrix von 4 Zeilen und » Colonnen alle Determinanten 
.ter Ordnung, so genügen diese einer linearen homogenen Differentialgleichung 
( „ter Ordnung, die wir mit Herrn Zudwig Schlesinger **) die (na—))-te Associirte 
von (A.) nennen wollen. In der zweiten der oben erwähnten Arbeiten ***) 
hat mein Vater eine Kategorie von Differentialgleichungen ins Auge gefasst, 
deren Substitutionsgruppe von einem in den Üoefficienten der Differential- 
gleichung auftretenden Parameter unabhängig ist. Wenn die Ordnung einer 
zu dieser Kategorie gehörigen Differentialgleichung, die überdies der so- 
genannten Fuchsschen Klasse angehört, eine gerade Zahl » = 2m ist, so 
muss ihre mte Assocürte reductibel sein). 

Zu den Differentialgleichungen der bezeichneten Kategorie gehören 
diejenigen, welchen die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen und über- 
haupt der Abeischen Integrale Genüge leistenff). Für das Geschlecht p = 2 
der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche wird diese Differentialgleichung 
von der vierten Ordnung. Mein Vater betrachtet in diesem Falle fr) in Ueber- 
einstimmung mit seinen früheren Untersuchungen die zweite Associirte, wobei 
sich ergiebt, dass die Reduetibilität dieser Differentialgleichung sechster Ord- 
nung sich darin kundgiebt, dass sie durch ein rationales Integral befriedigt wird. 

Die Wichtigkeit dieses Resultates geht schon aus dem Umstande her- 
vor, dass sich aus demselben *r) die von Weierstrass*TrT) und Riemann”*TrY) 


*) A. R. Forsyth, Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 
Vol. 179, p. 419 ff. — L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. II, 1, S. 125 ff. 

**) L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 127. Wir bemerken, dass Herr 
Forsyih (a. a. 0.) die Bezeichnung „associate equation“ als eine Uebersetzung von „ad- 
jungirte Gleichung“ in dem Falle anwendet, wo der Coefficient der (a—1)-ten Ableitung 
von y in der Gleichung (A.) verschwindet. In diesem Falle ist nämlich die erste Asso- 
ciirte von (A.) identisch mit der adjungirten Differentialgleichung. 

***) Sitzungsberichte, 1888, S. 1279. 
T) a.a. 0. S. 1285, Satz V: 
17T) a.2.0.8.1255 No. 14 u. dieses Journal, Bd. 71, 8.91 fl.; Bd. 73, S. 324. 


TrTT) Sitzungsberichte 1889, S. 714. 

7) 2.2.0. S. 717. 
*77) Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49. 
ER 


) Dieses Journal Bd. 54, S. 144. 
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aufgestellten Relationen zwischen den Periodieitätsmoduln der hyperellip- 
tischen Integrale ergeben. 

Ich beabsichtige für die Differentialgleichungen, welchen die Perio- 
dieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale, für ein beliebiges Geschlecht 
p der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche genügen, die analoge 
Untersuchung anzustellen, indem ich die (2p—2)-ten Associirten derselben 
ins Auge fasse. Es gelingt mir in der T'hat auf Grund der Umlaufs- 
relationen, welche mein Vater*) für die Periodieitätsmoduln aufgestellt 
hat, nachzuweisen, dass diese (2»—2)-te Associirte ein rationales Integral 
besitzt, und zu gleicher Zeit dasselbe in explieiter Form anzugeben. 

Indem ich die Untersuchungen weiter verfolgte, wurde ich dazu ge- 
führt, für eine beliebige lineare Differentialgleichung die Beziehungen, 
welche zwischen den Associirten verschiedener Stufen bestehen, näher zu 
ergründen. Hierbei ergab sich der Satz: 

Wenn die (»—k)-te Associirte der Differentialgleichung (A.) ein 
rationales Integral besitzt, so genügen der (a—k—o)-ten Ässociirten (« eine 
positive ganze Zahl) Integrale einer Differentialgleichung, welche mit der 
(n—o)-ten Assoeciirten zu derselben Art**) gehört. 

Von diesem allgemeinen Satze habe ich dann Anwendungen ge- 
macht auf die Differentialgleichungen (2p)-ter Ordnung, welcher die Perio- 
dieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale genügen, indem ich nachwies, 
dass alle Associirten derselben von der zweiten bis zur (2p—2)-ten reduc- 
tibel sind und zwar so, dass alle geraden Associirten ein rationales Integral 
besitzen, während die ungeraden durch die Integrale einer Differential- 
gleichung befriedigt werden, welche mit der ursprünglichen zu derselben 
Art gehört. 


1. 


In seiner Abhandlung in diesem Journal Bd. 71, S. 91 hat mein 
Vater gezeigt, dass die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
als Functionen eines Verzweigungspunktes, einer linearen homogenen Difte- 

*) Dieses Journal, Bd. 71, S. 100. 

**) Unter „Art“ wird hier im Anschluss an Herrn Poincare, der die Bezeichnung 
espece (Acta Mathematica Bd. V S. 212) anwendet, dasselbe verstanden, was mein Vater 
(Sitzungsberichte 1888, S. 1275) „Klasse“ nennt. Vgl. L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. 
Bd. II, 1, die Fussnote S. 366. 
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rentialgleichung der Fuchsschen Klasse genügen. Bedeutet p das Geschlecht 
der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche, so ist die Ordnung dieser 
Differentialgleichung im allgemeinen die (2p)-te*) und die Üoefficienten 
der zu den singulären Punkten gehörigen Umlaufsrelationen sind ganze 
Zahlen**). Es folgt daraus, dass die pte Associirte reductibel sein muss***). 
Im Falle p=2, wo die Ordnung der Differentialgleichung die vierte wird, 
die Integrale der p = 2ten Associirten also Determinanten zweiten Grades 
werden, hat mein Vater die Reductibilität dieser zweiten Associirten ge- 
nauer untersucht und gefunden, dass sie durch ein rationales Integral be- 
friedigt wird). 

Wir wollen zunächst untersuchen. ob sich dasselbe allgemein für die 
Differentialgleichung der Determinanten zweiten Grades, also für die (2p—2)-te 
Assoclirte aussagen lässt. 

Betrachten wir das hyperelliptische Integral erster Gattung 

(1.) ae 
“ Yyvß@)a—r) 
wo w(z) = (3—4,)(3—4;)...(3—4,,) ISt, und a, @, ..., a, feste constante 
Werthe bedeuten und setzen 


ON “ dz 
(2.) y, = ner (=1, 2... 2) 
- Yya)@—) 
so sind Yı, Yo, »+., 4%, die Hälften von Periodieitätsmoduln des Integrales 
(1.) und bilden als Funetionen von x aufgefasst ein Fundamentalsystem 
einer linearen homogenen Differentialgleichung, welche die Gestalt hatff): 


(3.) vea)y ta yyPTr+ +, la)y = 0, 


wo die oberen Accente Ableitungen nach z und die Grössen &, &, ..., & 
eonstante rationale Zahlen bedeuten. 

Die singulären Stellen von (3.) sind a,, @, ..., @,, °0; bezeichnen 
wir das, was aus einer Function von x bei einem Umlaufe um z=a, wird, 
durch dasselbe Funetionszeichen mit einem ‚darüber gesetzten Strich, so er- 


*) A.a. 0. S. 108. 
2.0 878 
***) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, 1888, S. 1285 No. 14 und 
Nr. 13, Satz V. 
7) Sitzungsberichte 1889, S. 713—715. 
r) Dieses Journal, Bd. 71, S. 118. 
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giebt*) sich: 


u Yi> 
(4) , 


Y = Yıt2y, wenn ki. 





\ 


y,—2y, wenn k<ı 


b 


a ee es 





Der (2p—2)-ten Associirten von (3.) genügen, wenn wir die Bezeich- 
nung (Vgl. Sitzungsberichte 1889, S. 714 Gleichung 4): 


einführen, die Determinanten 
(12), 
(13), (23), 


(14), (24), (34), 
(6.) 1 (15), (25), (85), (45), 
(16), (26), (86), (46), (56), 





(12P), (22p), (32p), (A2p), (52P), - - -, (2p—Il, 2p) 
und bilden auch ein Fundamentalsystem derselben **). 





3edeutet 
[fA]l= —l, wenn A<i, 
(7.) M= 0 wm iu, 
Al = +, wenn A>i, 


so folgt aus den Gleichungen (4.) nach einem Umlaufe um z=a:: 


re yı+2laly, y.+2luly, 


I 
yt2lkly, Yyurzlaly 
oder 
(8.) (u) = (Au)+2[R](iu)+2[u](ai). 
Bilden wir nun den Ausdruck 
(9.) oe = Z(-1)t"(, u), 


A,u 


wo 4, u alle Werthe der Zahlenreihe 1, 2, ..., 2p durchlaufen und zwar 


*) a.a. 0. S. 100. 
**) Sitzungsberichte, 1888, S. 1119, Nr. 3, Satz I. 
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so, dass A < u ist, dann folgt aus (8.): 


(10.) vw = w+?2P, 


wo 
1) Pe. >> NeG)+ E (-1)*rfu](as). 
<— um 4. ul 


Nun ist klar, dass man in (9.) die Summation auch so vornehmen kann, 
dass A u ist, da ja Glieder (4%) identisch verschwinden. Daher ist, wenn 
man im zweiten Theile von P noch die Bezeichnung der Summationsindices 
umkehrt: 


' Bar u 


P= 2 (flat 2 (-D’[a]u) 
Bo . 
oder 


P nn 55 (—-1)*(iu)P,, 
| 
wo 


P,= E(-V’R]- E2-D’R]; 


in einer der beiden Summen der letzten Gleichung wird 4 einmal den 


Werth © annehmen. Geschieht dies etwa in der ersten Summe — der 
andere Fall erledigt sich genau ebenso — so können wir, da [iJ=0, 


sehreiben 


P.= ZDBl+, 2, -DW- ED 


Nun ist zu Folge (7.) in der ersten Summe [4] = —1l, in der zweiten und 
dritten dagegen [A]= +1, also haben wir 
i—1 4 u { 2p 5 
P,=-Z(-D42(-V- E01). 
de )J=it i=u 


Setzen wir endlich in der zweiten Summe 4=4,+1 und bezeichnen wieder 
,, durch 4, so kommt 


u 


P=--2-1=0. 
A=1 


Hieraus ergiebt sich aber, dass auch ?P=0 ist. Es bleibt also zu Folge 
(10.) der Ausdruck 





w = —(12) 
+(13) (25) 
(12.) —(14) +(24) -—(34) 
-(1, 2p)+(2, 2p)-(8, 2p)+--—(2p—1, 2p) 
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bei allen Umläufen von x um die singulären Stellen «a, @, ..., @, unge- 
ändert. Es kann sich also » bei keinem Umlaufe von x ändern und ist 
folglich eine eindeutige Function von x. Da aber die Differentialgleichung 
(3.) der Fuchsschen Klasse angehört und die y,, Y», .. ., Y>,, wie die yı, Ya » » +, 95, 
daher nur von endlicher Ordnung unendlich werden können, so muss w 
folglich eine rationale Function von x sein. 

Es bestätigt sich also der folgende Satz: 

I. Die (2p—-2)-te Assocürte der Gleichung (3.) besitzt ein rationales 
Integral. 

2. 

Es dürfte von Interesse sein noch den explieiten Ausdruck in = für 
das rationale Integral der Gleichung (3.) voriger Nummer anzugeben. 

Sei 

(1.) u, = £? FI (k=1,2,...,n-1l) 
: Y(»-a,)(2—a,)...(2—a,_ı)(3—2) ’ 

wo f(z) eine ganze rationale Function von z ist, deren Coefficienten ebenso 
wie &, @, ..., 4,_, von x unabhängige Grössen sein mögen, dann lehren 
die Untersuchungen meines Vaters*), dass die «, an der Stelle = a, zu 
positiven ganzen Exponenten gehören, wobei die Null nicht ausgeschlossen ist. 


Um die Exponenten, zu denen die », für = x gehören, zu unter- 


Be: EA 1 1 
suchen, substituiren wir na 3=—,2=-,, dann wird: 


> 5 


if 








4, a; /« 1 ) 
ku en Zn pr zZ m — nem . 
£ BER. 
1— {Ir iz: ai 
3—T = 2 = — — (I-£), 
- ee 
also: 
1 1 +1 
rn a; 1) r( : ) C dd 
> 
u = N eng 1 | 
1 (a,.0,.-z)8(E- —)--(d- —)E-: 
| \( „"\a, 2 £ \s a, TR ) u 
(2.) 5 
oder: 
Ev, 
u = 2 Eee 
| (—1) ? (a..a,...0,-ı) 


*) Siehe dieses Journal, Bd. 71, S. 119—121. 
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wenn wir 





; NebTuue 
| | he. e- : IE- le —)@-8 
Setzen. 


Nehmen wir an, dass a=2p-+1 eine ungerade Zahl, wie in (1.) 
voriger Nummer, ist, und bedeutet e den Grad von f(z), so wird 


> 


ri 1 55 
- 2 e 
f\ 5) = 


dann und nur dann eine ganze rationale Function von & werden, wenn 


— 


— 


BEER Ma _2 


oder 

e<p—1 
ist, d.h. wenn die «, Integrale erster Gattung sind. In diesem Falle haben 
die Integrale ®, (3.) aber wieder genau die Gestalt der «, (1.). Die u, ge- 
hören also, wie aus (2.) hervorgeht an der Stelle $=0 oder 2=x min- 
destens zum Exponenten 4 und wir sehen daher, dass die Periodieitätsmoduln 
der Integrale erster Gattung überall zu positiven Exponenten gehören, wobei 
im Unendlichen die Null ausgeschlossen ist. 

Wir kehren nun wieder zu dem Integrale (1.) voriger Nummer zu- 
rück. Die Gleichungen (4.) derselben Nummer lehren, dass sich y, an der 
Stelle x = a, eindeutig verhält, und da wir eben gesehen haben, dass y, als 
Periodieitätsmodul eines Integrales erster Gattung an der Stelle x=a, auch 
zu einem positiven Exponenten gehört, so wird es sich daselbst nach po- 
sitiven ganzen Potenzen von z—a, entwickeln lassen. Man findet, wenn 
man sich y, als die Hälfte eines Integrales über eine die Punkte x und 
umgebende geschlossene Curve denkt, so dass man unter dem Integral- 
zeichen unbedenklich differentiiren kann, leicht: 


(4) y. = -aivla)t+ ya) tu a)@-a)+-; 


dabei bedeuten w(a,), w“’(a,) u. s. w. diejenigen Werthe, die man erhält, 
dw(x) d’w(x) 


in: ;* da’ 
Wir suchen nun nach diesen Vorbereitungen, das Verhalten der 
rationalen Funetion ® von x (Gleichung (12.) voriger Nummer) an der 


14 


i 


wenn man in u.8 w. 2 =a, setzt. 
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Stelle 2=a, zu bestimmen. Aus den Gleichungen (4.) voriger Nummer 
ergiebt sich daselbst*) 


wo ®%,; eine nach positiven ganzen Potenzen von (2—a,) fortschreitende 
Reihe ist und [«] wieder die in Gleichung (7.) voriger Nummer angegebene 
Bedeutung hat. 

Daraus folgt für (ie' 


EN f: N nu 
(6.) 0) ug y ) u 
! Y?’ r 7 8 f 7 Hi Pa \ 
y., B..+tlel— +la]—- log (z— a 
is 2 U L J at z—a, - J mi I \ / 
oder 
,. \ r = y’ l / \' 4 N) 
co) = lal — 148.4 Ba): 
Allzis - << qai ra, yr y.+ 
also zufolge (4.) 
er u - „ niv (a,)-) 
yi 0) = la +9 
N. 4 ee ver z—d; 


wo 9g,; eine nach positiven ganzen Potenzen von (z—a,) fortschreitende 
Reihe bedeutet. 
Weiter ergiebt sich für e>i, Pi: 


x AR y; n Fo \]) 1 ü »/ m ; 
Tu+le]—-log(z-«;), Pa+[3] — log(e-a, 
\ 

aß)= i | 

ep} B+[e] y: -[e) Y_Ypelr—a B.+ [7 y aloe fz—a 
.. . r N a E27 re =; “ u ”T ı% J - \ . — 
- nai(lcz—a) " "ni o\ ’ I mlc-a, I > 
oder: 


R Y; 1 
x I 
(a5) — [APa.-[e]B:) yi 
N ee Hm ra, 


9.) HB Ba- BB] BB] I-log(r-a) 


Y 750 U 


+[[?] Bu—-[e]B] .- log z—4,). 





Wir sehen zunächst, dass w nur von erster Ordnung unendlich wer- 
den kann, denn die logarithmischen Glieder müssen sich ja. da » eine 


*) Siehe die Gleichungen meines Vaters, Sitzungsberichte 1890, S. 21. 


Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. ) 
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rationale Function von x ist, herausheben. Nur bei den Gliedern von w, 
welche ö nicht in der Klammer haben, treten, wie aus (7.) und (9.) hervor- 
ceht, Logarithmen auf. Alle diese Glieder fassen wir zusammen in einen 
Ausdruck 


N gg 
pP _ nn Pe =+[[P] B,,— [e] %;;| + Z+ PP Bo PB;; 


(10.) — -"-log(e-a)E+[[P]Bu—[e]P;) 


+" 1og(z-a)E+[[B]B.—[e]P;) 





Die Gleichung (5.) lehrt, dass 


(11.) [PPa-[e])P = [Aly.-Tels; 
ist. Setzen wir also 
(12.) u= Z+[[Ply.-lelys]; 
so geht der Ausdruck P über in 
WELLEN ya.  YUı 
Ps e- un re Ba Pa Par Ba] log(2—-a,)+ —; log(@-a;). 


Da in P alle mit Logarithmen behafteten Glieder von w aufgenommen sind, 
so wird der logarithmische Theil von P verschwinden müssen, also: 
ya—yu = \, 
d.h. 
(13.) u= Cy, 
wo ce eine Constante ist. Aus (12.) und (13.) folgt 
14) =+[[Ply.-lely;] = ey; 
eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten zwischen 
Yır ces Yo Da 9, ».., 9, aber linear unabhängig sind, so müssen die 
Coeffieienten von (14.) einzeln verschwinden. Da links y, nicht vorkommt, 
so folgt 
= 9, 
d.h. zufolge (13.) 
s=dU, 
Mithin lässt sich ? nach positiven ganzen Potenzen von (2—a,) entwickeln. 
Wenn wir also das Residuum von w für e=a, aufsuchen wollen, 
so brauchen wir uns dabei nur an die ö enthaltenden Glieder zu halten. 
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Nun ist zufolge (7.) 
Res (ie) —— lalniw (a,)"', 


4 { 
ı 


und da (ie) = —(ei), so muss 
Res(ai) = -[e]niw (a,)”' 


sein. Die ö enthaltenden Glieder von » sind nun 


6-1, +42, d— +1) Gi, + DHÄ, +2) +(i, 2p), 


also wird 


Resw = niw (a) !—14+1- +1! +niw (a) 141. +1! 


rd; 








i—1 Glieder 2p—i (zlieder 
Je nachdem i gerade oder ungerade ist, wird der Factor des ersten 
Theiles —1 und der des zweiten Theiles Null oder der des ersten Theiles 
Null und der des zweiten —|1. 
Demnach ist also allemal 


Res» = —niw'(a,) 


r- 
[; 


Es ist klar, dass die (kA) keine anderen Unendlichkeitsstellen haben können, 
als die y, selbst. Also wird wo die Gestalt haben 


7 at 7 um ı/ nt 
- .$wl(a) w(a,) wvla,)!) . 
(15.) we = a Ba —t —— +.+4+ | +6G(z), 
z—a, z—a, c— 4, it 


wo G(z) eine ganze rationale Function von = ist. 

Um die Function @(x) zu bestimmen, untersuchen wir das Verhalten 
von © im Unendlichen. Macht z einen Umlauf um den unendlich fernen 
Punkt, so ergiebt sich *) 


(16.) Yı = +2 -Ytya-Yyt ty, —Na 
Wenn wir also 
' | (I: af/] 
IT Tu Tr Ton Yo = (I) u\T 
setzen, so werden wir erhalten 
m /1NFin Em 1) 
(17.) Y. u. (—) IP. + ri. >») log = * 


.,; .* ER 
wo ®, und Q nach positiven ganzen Potenzen von fortschreitende Reihen 
” 


*) Siehe die Arbeit meines Vaters, dieses Journal Bd. 71, 8. 101. 


.) Dr7 
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sein werden, da ja der Exponent zu welchem y, im Unendlichen gehört, 
nach den Ergebnissen der Seiten 7 und 8, gleich 4 vermehrt um eine positive 
ganze Zahl ist. 

Aus der Gleichung (17.) folgt aber durch Differentiation unmittelbar, 
dass die ersten Ableitungen der y, im Unendlichen zu positiven Exponenten 
gehören. 

Demnach gehört aber auch wo zu einem positiven Exponenten und 
wird also, da sich logarithmische Glieder herausheben, im Unendlichen 
verschwinden. 

Die ganze rationale Function @(x) (15.) wird daher den Werth Null 
haben müssen. 

Wir erhalten also endlich 

.$w(a,)-! w' (a,)-! v'(a,)! 
ww = -ai) u - ar ee 


oder 


E se u EEE 
(18.) 2“ Talea). Me) 





und somit den Satz: 
II. Die (2p—2)-te Assocürte wird durch den reciproken Werth von 


v(z) = (2—-a,)2—-0)(2—4;)...(2—4;,) 
befriedigt. 


3. 

Aus den Ergebnissen der ersten Nummer folgen die Weierstrassschen 
itelationen zwischen den Periodieitätsmoduln der Integrale erster und zweiter 
Gattung in dem allgemeinen Falle im Wesentlichen ebenso, wie sie sich 
im Falle p=2 (Sitzungsberichte, 1888, S. 1285; und 1889, S. 715—717) 
ergeben haben. 

Nach einem allgemeinen Satze meines Vaters, welcher unmittelbar aus 
den Formeln im Journal für Mathematik, Bd. 73 S. 329 Gleichung (1.) durch 
Elimination von 2p—1 der Grössen auf der rechten Seite folgt und der 
auch (Sitzungsberichte, 1888 5. 1286 Satz I) für hyperelliptische Integrale 
ausgesprochen ist*), genügen die Periodieitätsmoduln von Abelschen Inte- 
eralen erster oder zweiter Gattung linearen homogenen Differentialgleichun- 


*) Vgl. auch L. Schlesinger, dieses Journal, Bd. 117, S. 164. 
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gen, welche mit der Differentialgleichung, der die Periodieitätsmoduln eines 


speciellen Integrales erster Gattung genügen, zu derselben Art gehören. 
Setzt man also 


(1.) „= pY+YY Lt typ y”, 
wo y ein Integral der Gleichung (3.) No. 1 ist und die 9, rationale Func- 
tionen von x bedeuten, so kann man bei geeigneter Wahl der y, alle 
Periodieitätsmoduln von Integralen erster oder zweiter Gattung der Rie- 
mannschen Fläche 

(2.) s' = w(s)(s—2) 
in der Form (1.) darstellen. 

Sind 71, N -+ +, 7225 BOWIE C,, Gay » ++. 62, die den Yı, Y2, - -., 9, der 

Gleichung (3.) No. 1 entsprechenden Periodieitätsmoduln zweier Integrale 
erster oder zweiter Gattung, so ist 


(3 \ | Na = fıYy. .. 99. ++, 4, 
. <o ! > { 1 ] ’p) 
i LE, = WYyatYıy. tt Vn-yr . 

Wir bilden nun (vgl. Sitzungsberichte, 1889, S. 715 No. 17, Glei- 


chung (2.)) die Determinanten 


nz 
FE 


(d.) 


en 


= [ep], 


Tu y 


dann wird: 
| | (2p—1) ae | p—1) 
4) [aß] PoYatPpıYya tt pol 5 PoYyat Pyat + po y 
a) 
Vyotrvya tt W,y, A VW YaTr VY3Tr'T w,, ıy% ) 
was sich in die Form bringen lässt 
”») ı l (z 1 / 
j A PYETPNYE  PryE ryıyE 
(9.) [ef] = 2 | Ä bi 
U HUN VW H+YiyN 
wo die = bedeutet, dass alle möglichen Zahlen der Reihe 0, 1. ..., 2p—1 
für z, 4 genommen werden sollen, so dass z<{4 ist. Oder nach dem 
Multiplieationstheorem der Determinanten: 
(x) (x) 
. f, Pi Yu Y 7 
(6.) laß] = 3 r | 
2.) WW, w, y yY 
Nach einem Satze meines Vaters, der aus der Gleichung (3.) der 
Sitzungsberichte 1888 S. 1119 No. 4 folgt und den Herr Ludwig Schlesinger auf 


beliebige Unterdeterminanten ausgedehnt hat*), genügt eine Unterdeterminante 


*) Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 127. 
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(x) (x) (*) 
7 


Y. Y+ 

B= a ı Me  < 
y. y‘ yy 

. star ® F . . . . Y Y“ 

der Determinante von Yı, »+., Yon WO Yar Ya ++, Ys eine beliebige Com 

bination zu m Elementen der Functionen Y,. Ya . ++, Y., Ist, einer Differen- 

tialgleicehung, welche mit der (n—m)-ten Assocürten zur selben Art gehört; 

so dass man also, wenn 

Y, Y; 4: 


! ’ ! 


A — Yu Y; Be Ys 


0—1 (m—1) (m—1) 
yY ) Y: i E ‚ Ur 4 


gesetzt wird und y=(7) die Ordnung der (n—m)-ten Associirten angiebt, 
die Gleichung hat 

(7.) B= PA+P,A+--+P,_, 407, 
wo P,. P,, ...,. P,_, rationale Functionen von x sind, welche zwar von 


der Wahl der #, 4, ..., o nicht aber von der der «, P, ..., $% abhängen. 
In dem eriueiiin Falle haben wir daher 


’Q\ Jd 93 er Pe» (2 (a PB) PR (v—1) 
D.) (4) )| ep)+rF ter Fäileß) 
Yu Y: 


. m . .. x . 
wenn hier v =) die Ordnung der (2p—2)-ten Associirten der Gleichung 


No. 1 bedeutet. 
Aus (6.) und (8.) folgt: 


(9.) [eP] = Ale) + A lad) ++ A, le)", 
wo 
f, ’ ' 
10.) A, 4 Pr 
|W, Wı 
rationale von der Wahl von «, 5 unabhängige Grössen sind. 

Die [«/P] genügen somit einer Differentialgleichung, welche mit der 
(2p—2)-ten Associirten der Gleichung (3.) No. 1 zu derselben Art gehört. 
Da nun die (2p—2)-te Associirte, wie wir sahen ein rationales Integral be- 
sitzt, so wird auch die Differentialgleichung der [«%] durch ein solches 


befriedigt werden müssen. Man erhält dieses rationale Integral, wenn man 
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in w (S. 12. Gl. (12.)) die runden Klammern durch eckige ersetzt. Be- 
zeichnet man nämlich den sich dabei ergebenden Ausdruck durch w,., so 
hat man zufolge (9.) 





(11.) o, = Au+Aw+--+4A,_, we". 
wc, = —[12] 
+[13]) -I[23] 
Sam. -[14] +[24] -[84] 
—[1, 2p]+12, 2p1-[3, 2p]+--—-[2p—1. 2p 


ist somit eine rationale Funetion von x. 

In der Gleichung (12.) sind nun alle Weierstrassschen bilinearen 
telationen zwischen den Periodieitätsmoduln von Integralen erster und 
zweiter Gattung enthalten. Wir wollen diese Relationen insbesondere für 
die Integrale erster Gattung noch in die Riemannsche Form setzen. 

Die Periodieitätsmoduln der Integrale erster Gattung können keine 
anderen Unendlichkeitsstellen haben, als a, @. ..., @,, ©. Denken wir 
uns aber für eine Stelle e=a, oder r= x die Entwickelungen der 7, und 
C, in w, eingesetzt, so müssen sich, da w, eine rationale Function von x 
ist, logarithmische Glieder herausheben. Da nun aber die n, und { 


iz 


„„ wenn 
sie Periodieitätsmoduln von Integralen erster Gattung sind an einer Stelle 
z=a, oder e=x (Vgl. 5.8) zu positiven Exponenten gehören, so kann 
folglich w, dann überhaupt nicht unendlich werden und ist also nach einem 
bekannten Satze der Funetionentheorie eine Constante. Diese Constante hat 
aber den Werth Null, da die „, und Z, und daher auch ®w, im Unendlichen 
verschwinden (8. 8). (Vgl. L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 505.) 
Zwischen den Periodieitätsmoduln zweier Integrale erster Gattung 
besteht also zufolge (12.) die bilineare Relation: 
(12) 
+{13]) -{[ 
[14] +[24] —[34] 
(13.)5 +[15) -[25] +[35] -I[45] 
—[16] +[26]) -[36) +[46] -—[56) 





’J 


)-[3. 2p]+[4 2p]-[5. 2p]+-—[2p—1, 2p| = 0. 
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Um diese Relation in die Riemannsche Form zu bringen, denken wir uns 
die Riemannsche Fläche (2.) in der üblichen Weise in eine einfach zu- 
sammenhangende Fläche zerlegt. 

Die Periodieitätsmoduln an den Querschnitten a,, b, bezeichnen wir 
bezw. durch A,, B, für das Integral 7 und durch A}, B, für das Integral 
(2 =1L2.:49). Dean 


| A, - (N. Nat +02 N), 


(14.) “ = («=1,2,...,p) 
! | A, um 2 (5. —5-ı ++ +L.,-6%-1) 
und 
= 2 ' ee . 2)» 
(15.) | B, (N..—ı N); 


| B, non 21 - I), 
wenn 7, = &,=0 bedeutet. 
Aus (14.) und (15.) ergiebt sich leicht: 
(| Zn.-ı ar B,+B,+--+B,+A,—A,, 


16. 
( ) B,+B,+--+B,+A,—A,;; 


und ebenso 


— 
IV 
S 
x 
} 


( 2-1 = B+B+--+B,+Aı—A,, 


(17.) ‘> ! ! ! ' 
126... = Buß Bm A 


z-+1° 

Denken wir uns nun die Gleichung (13.) mit 4 multiplicirt, so dass man 
statt n,, Z, überall 2n,, 25, geschrieben denken kann, so ergiebt die erste 
Verticalreihe daselbst, wenn man noch das identisch verschwindende Glied 
[11] hinzuzieht: 


27, 2[- nt - nm —Nn.- tn] 
Tue SEE En 
Diese Determinante hat zufolge (14.) und (15.) den Werth: 
B A, 
ee 


Die zweite und dritte Verticalreihe zusammengenommen ergeben, wenn man 
das identisch verschwindende [33] hinzunimmt: 


mn) Kt nt) _ [B» A, 
12(&-2:.) 2(-5+&,— + —&,-1+6) '‚B; A; 


Allgemein die (22—2)-te und (22—1)-te Verticalreihe, wenn man das 


rer Here 
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identisch verschwindende [24—1, 24—1] hinzunimmt: 


| 2 (M.-ı Mm N2x—2) 2(—Na-1 tn pt 2p) [3 bb, A, 
2 (6,1 —L2.-.) 2(-—I,..1 +6. —,—6, +62) “7 B, A, 
Man erhält also im ganzen aus (13.). 
ı 4, Bı A B 4 Bi. e 
Br Bean "eu. 


welches die Riemannsche Form für die Relationen zwischen den Periodieitäts- 
moduln der Integrale erster Gattung ist*). Solcher Relationen 


—] . .. ® \ 
LE entsprechend den p linear unabhängigen Integralen erster Gattung 


giebt es 


4, 


Es sei 9, %2, »+.. 9. ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung 


E d” "u 
(A.) -+p: et = 0, 


dx" dar! 


WO Pi. Par » +, P„ rationale Functionen von x sind. Dann können wir auf 
Grund der Untersuchungen meines Vaters (Sitzungsberichte der Akademie 
1888, S. 1117— 1119) annehmen, dass im allgemeinen die (a—x)-te Asso- 


.. \ . . n . Bu . r 
ejirte von (A.) wirklich von der (7)-ten Ordnung ist für jeden Werth von z. 


Unter dieser Voraussetzung erhält man (a. a. ©. S. 1119 Satz I) ein Funda- 
mentalsystem der (a—x)-ten Associürten auf folgende Weise: 

Wir setzen analog der auf Seite 5 Gleichung (5.) eingeführten Be- 
zeichnung allgemein: 


Ya Y; Kar: Ys 
Yu Y: m > Ys 


) 


== (0 IR va 


4A, 


Fa, 
— 
I 


(z—1) (x—1) (z—1) 
Ya Y: nie Ys 


und nehmen in (1.) für «, ?, ..., # alle möglichen Combinationen der 
Zahlen 1, 2, ..., » zu # Elementen ohne Wiederholung. Die sich er- 


n . . 7 
gebenden (*) Determinanten bilden dann das gesuchte Fundamentalsystem 


und sind daher linear unabhängi 


0" 
ey 


*) Vgl. dieses Journal, Bd. 54 S. 144. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 
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Nehmen wir nun an, die (a—x)-te Associirte besässe ein rationales 
Integral », so wird sich dasselbe, wenn v=(') gesetzt wird, in der Form 
darstellen lassen müssen: 

2, | w = (1,2, ..., 2-1, J+o(l, 2, ..., <—1, +1) 
er | +. +0,» —z+1, n—z+2, ..., n—|1, n), 


wo die e, wohl bestimmte nicht sämmtlich verschwindende Constanten be- 
deuten. Es sei z. B. ec, von Null verschieden, dann wähle man unter den 
»n—z Zahlen <+1, z#+2, ..., » irgend eine Combination zu p Elementen 
aus, wo natürlich p < »—x ist, und bezeichne dieselbe durch A, A. ..., A,, 
so dass (A, Ay, ...,4,) ein Integral der (2—p)-ten Assoeiirten ist. 

Nunmehr bilden wir ein Integral «, der (a—z—p)-ten Assoelirten, 
indem wir in © (2.) jedem Gliede noch die Zahlen A,, A,, ..., 4, in der 
Klammer vorsetzen, so dass wir von (a, P,..., I) zu (A, Ay... A, 0, Py..., 8) 
iibergehen. Wir erhalten so: 


| u, = C(A,, A; 0.9 An 1, 2. er, z—1, x) 
(3.) = C,(h,, bo, ...,. us 1, 2, or. K— 1, z2+ 1)+ FY 
+6, (Ay 220 Ay a—%-+1, ..., n—1,n). 





Der Ausdruck (A,,...,4,,@,/P,...,%) wird dann und nur dann ver- 
schwinden können, wenn eine der Zahlen 4, A, ..., 4, einer der Zahlen 
@, 5 ..., % gleich wird, weil sonst eine der Determinanten (1.), wenn man 
dort, statt 2, p+z setzt, verschwinden würde und diese daher kein Fundamental- 
system der (a—z—p)-ten Assoclirten bilden würden. Es kann daher «, nicht 
identisch Null sein, da wenigstens e, und (A,4,...,4,12,..,2—1,z) von 
Null verschieden sind und da zwischen den (A, A,...,2,0,ß,...,%) keine 
homogene lineare Relation mit constanten Coeffieienten bestehen kann. 

Ordnen wir nun eine Determinante | 


Y Y;' ® . ® 9, 5) Yu Y: . . . U > 
N f ' ’ ’ ! 
Yı, Yi, IE m Yu Y: 0. 99 
(p+x—1) (p+#—1) „(P+2—1) (p+x%—1) „(p+#-1) (p-+r*—1) 
y% yi 1 er 5 Ze} 


zufolge des ZLaplaceschen Determinantensatzes nach den ersten p Colonnen, 
so ergiebt sich, wenn wir den auf Seite 14 (7.) eitirten Satz berück- 


sichtigen, 
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| (7°) 
(4) u. Ein An, ne, An 


3 


+P,(Aı ut 1) +) Qu(e, ER > + Q,.,(e,  " hassk 





wo die P,, und O,, rationale Functionen von = sind. 

In derselben Weise entwickeln wir jede in «, vorkommende Deter- 
minante. Dann erhalten wir, da ja die Q,, von der Wahl der «e, 9, .... 4 
unabhängig sind: 

y% 
(5.) u = 2 (Pulkn -.. A)+Pilan u 2) +) Que + Qt), 
i=1l 
wo « das rationale Integral der (»—z)-ten Assoclirten (2.) ist. Oder 
endlich: 


(6.) = Ali.) + Ar ld 20) HA (An A, 
fn 

\p 
(Ayy...,4,) mittelst der (a —p)-ten Associirten herausschaffen kann. Die A, 
sind rationale Funetionen von z und können nicht alle identisch ver- 


wenn 0 = ) gesetzt wird, da man höhere als die (o—1)-te Ableitung von 


schwinden, da sonst «, = (0) wäre, was, wie wir sahen, nicht angeht. 

Die Gleichung (6.) lehrt, dass das Integral «, der (n—z—p)-ten 
Assoeürten gleichzeitig einer Differentialgleichung genügt, die mit der 
(n—p)-ten Assoeüirten zu derselben Art gehört. Es ist ersichtlich, dass dieser 
selben Differentialgleichung alle die Integrale der (a—z—p)-ten Associirten 
genügen werden, die man erhält, wenn man für 2,, A, ..., 4, alle diejenigen 
Combinationen zu p Elementen der Zahlen 1, 2,..., » wählt, die die 
Glieder von (3.) nicht sämmtlich verschwinden lassen. Wenn ec, 6. ..., € 
alle von Null verschieden sind, kann man für A, A, ..., 4, offenbar alle 
Combinationen zu p Elementen der Zahlen 1, 2, ...., » nehmen. 

Jedenfalls haben wir den Satz: 

Il. Wenn die (n—x)-te Assocürte von (A.) ein rationales Integral 
besitzt, so genügt der (n—x—p)-ten Assocürten wenigstens ein Integral einer 
Differentialgleichung, welche mit der (n—p)-ten Assocürten zu derselben Art 
gehört. 


Wenn der (a—z—p)-ten Associrten von (A.) deren Ordnung die 

n . . en . . .. . 
a ist, Integrale einer Differentialgleichung genügen, welche mit der 
(n—p)-ten Associirten zu derselben Art gehört, also von nicht höherer als der 


»E- 
e) 
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( „ten Ordnung ist, so muss zufolge der Definition der Reductibilität linearer 


Differentialgleichungen*) die (n—z2—p)-te Associirte so lange reductibel 
sein, als 


n n 
{7 4 
(7. 67 
1) “+p p 
ist, also 
(8.) p nu sa 


Da nun die Reduetibilität der (a—m)-ten Associirten die der mten unmittel- 
bar zur Folge hat**), so ergiebt sich: 

IV. Wenn die (n—x)-te Assocürte von (A.) ein rationales Integral 
besitzt, so sind alle Assocürten (n—z-—-p)-er und (z-+p)-ter Ordnung 
N—ıH 


) 


reduetibel, wenn p < 
Y 2 A 
In dem Falle, wo z<Z , ist, kann Satz IV auch so ausgesprochen 
werden: 
Wenn die (n—x)-te Assocürte von (A.) ein rationales Integral besitzt, 
so sind alle Assocürten von der zten bis zur (n—z)-ten reductibel. 


OD. 

Die Ergebnisse der No. 4 sollen nun wieder auf die Differential- 
oleichungen, denen die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
genügen, angewandt werden. In der No. 1 wurde bewiesen, dass die 
2p—2)-te Associirte der Differentialgleichung (3.) durch ein rationales 
Integral befriedigt wird. In derselben Weise kann man für alle Differential- 
sleichungen, denen die Periodieitätsmoduln eines Integrales erster oder 
zweiter Gattung genügen, beweisen, dass ihre (2p—2)-ten Associirten durch 
ein rationales Integral befriedigt wird, da ja die Umlaufsrelationen (4.) 
No. 1, Seite 5 für alle diese Integrale dieselben sind. Aus Satz IV 
voriger Nummer können wir daher jetzt den Schluss ziehen: 


Sn 
N 


Fi 


V. Für die Differentialgleichungen (2p)-ter Ordnung, denen die Pe- 
riodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale erster oder zweiter Gattung 
genügen, wenn p das Geschlecht der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche 
bedeutet, sind alle Assocürten von der 2ten bis zur (2p—2)-ten reductibel. 


*) Siehe Frobenius, dieses Journal, Bd. 76, S. 236. 
**) Siehe L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 155. 


AND 
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Man kann aber über diese Reductibilität noch genaueres aussagen. 
Der (2p—4)-ten Associüirten genügen nach Satz III voriger Nummer Inte- 
gerale einer Differentialgleichung, welche mit der (2p—2)-ten Associirten 
zu derselben Art gehört. Es wäre nun von Interesse zu untersuchen, ob 
sich unter diesen Integralen auch das rationale Integral befindet und ob 
dann weiter auch die (2p—6)-te, (2p—B)-te u.s. w. Associirte durch ein 
rationales Integral befriedigt wird. 

Um dieser Frage näher zu treten, betrachten wir, analog dem Glei- 
chung (9.) No. 1 gemachten Ansatz den Ausdruck 


. Art Ask ++ Ay “ s - 
(1.) oe = 2 (-1)' PFOBe Bass 3 6:04 "Biel 
Aka pe 


22/3 


WO Ay, As, 22, 4, Alle Werthe der Zahlenreihe 1, 2, ..., 2p durchlaufen, 
so zwar, dass 4, <A, <C..-<CA4,. Natürlich kann auch hier wieder die 
Summation so vorgenommen werden, das , <h,<h=_..<h, ist, da 
ja (Ay, ..., 4,) identisch verschwindet, wenn zwei oder mehrere der 4 ein- 
ander gleich werden. Wenn man die bei den Determinanten zweiten (Grades 
gemachten Schlüsse hier wiederholt, so erkennt man, dass » bei einem Um- 
laufe um ze =a, übergeht in 


(2,) w = w-+2P, 
wo sich P auf die Form bringen lässt 
(3.) P FEN 3 (uigy** Ast +++ +2. 1 Gi, h., ERS h,, ‘ P- ra 
’ She Zi, An Ad 
indem 
4, TE ) en -P \r;7 
4) Pam = ZW E-Diil+--_ 2 1 


3 —1 


ist. Es zeigt sich auch hier, dass P,,,,_, identisch verschwindet, woraus 
P=0( folgt. Demnach bleibt » bei allen Umläufen von x ungeändert, ist 
also eine eindeutige und folglich auch eine rationale Function von x. 
Somit erhalten wir den Satz: 
VI. Die (2p-2x)-te Assocürte der Differentialgleichung (3.) No. 1 
besitzt ein rationales Integral 
ENGER, Eu; Ki Wer n 


' <X/) 
Ayemkdy 


WO hy, has 22, 4, alle Werthe der Zahlenreihe 1, 2, ..., 2p durchlaufen, 
so zwar, dass 4, <<. <h, ist. 
Dasselbe Verfahren lässt sich nun natürlich wieder auf jede Diffe- 
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rentialgleichung, der die Periodieitätsmoduln eines hyperelliptischen Inte- 
srales erster oder zweiter Gattung genügen, anwenden. 

Wenn alle geraden Associirten rationale Integrale besitzen, so er- 
giebt sich unmittelbar aus Satz III voriger Nummer, dass alle ungeraden 
Assoeürten durch die Integrale von Differentialgleichungen befriedigt werden, 
die mit der ursprünglichen zu derselben Art gehören. 

Man könnte nun den Versuch machen, die rationalen Integrale der 
niedrigeren geraden Associirten in ähnlicher Weise zur Aufstellung von 
Relationen zwischen den Periodieitätsmoduln zu benutzen, wie wir dies mit 
der (2p—2)-ten Associirten gethan haben. Allein es lässt sich zeigen, 
dass diese Relationen nur Umformungen der Weierstrassschen bilinearen 
Itelationen sein würden. Wir wollen dies im Falle y=4 an dem ratio- 
nalen Integrale der vierten Assocürten zeigen. 

Ks ist, wie man leicht erkennt: 


ja x Las Ylasamsz Johgivrgseiay Hussitshidn 
I) 1) (Ad, y, 4) = ‚< a N 
wo 
A RT RE \ 
rk | u, f — (A Ay, E ä)+(4, Ka, 1, 3) 
). 


— (A, har 1, A). — (A, A g: 8). 


Seien nun S, 7, &, 9 vier Integrale erster Gattung und $,, 7,, £,, 9 


I» ia 2x: # 


(z=1,2,...,8) ihre Periodieitätsmoduln, dann bilden wir analog der No. 3 


Gl. (d.) eingeführten Bezeichnung 


c = a4 - 
Sa 25 >y “N 

BEN N, [7 N 3 N. 7 Ö 

{ zuR K ji n Ö| 
ba ze \= yo # 2 ‘ b/ ') 
Sa bb ) 


y hy i 7 A 7 Ä 


Setzen wir nun in (D.) und (6.) eckige Klammern an Stelle der runden, 
wobei z,, und w bezw. in U, , und W übergehen mögen, so ist 


(8.) W= 3 2(-D" U, 
Aber 
(9.) U,.. . —[A,, hy, L: 2]+[4,, 1, 3)— + —[A,, In, , 8] 


hat den Werth Null, wenn die Weierstrassschen bilinearen Relationen er- 
tüllt sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man in allen Determinanten 


” So 
r £ . RN 5% ; u SEE da 4 59 Al an Bra m ad SE id ESTER NTRTUFRERSN > RUN k ENT 
TE RT Er EEE ERAHNEN Pe? ; 


ee ee 


ENTE 


a TREE 





ER NE er RER 


I nn Ar a ch € RT ort te % TR 
ETIRE AEETET AEEIEENN  rTT E - PTR RN 


Et 
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zufolge des Laplaceschen Determinantensatzes nach den beiden ersten Üo- 
Ionnen entwickelt. Demnach ist auch identisch W = 0, wenn die bilinearen 
Relationen erfüllt sind. 
Auch die Reductibilität der ungeraden Associirten liefert so nichts 
Neues, wie wir noch im Fallep = 3 an der dritten Associirten zeigen wollen. 
Die Rechnung, die hier noch verhältnissmässig leicht zu führen ist, 
zeigt, dass diese dritte Assoeiirte kein rationales Integral besitzt. Dagegen 
genügen ihr sechs Integrale 
a, = (123)—(124)+(125)—(126)+(134 
— (135)+(136)-+(145)— (146) + (156), 
a, = (123) —(124)+ (125) —-(126)+ (234 
—(235)+(236)+ (245) — (246) + (256), 
= (123)—(134)+(135)—(136)+ (234) 


10; — (235)-+ (236) + (345) — (346) -+(356 
ie u, = (124) Be FORM, )—(146)-+ (234 
— (245) +(246)-+ (345) - (346)+ (456), 
4; = (125)—-(135)+ aan ten + (235) 
_ (245) + (256) + (345) - (356) + (456). 
4 = (126) —(136)-+(146)—(156)+(236) 





die gleichzeitig die Integrale einer mit der ursprünglichen zu derselben Art 
gehörigen Differentialgleichung sind. 


Bildet man aus «,, wenn 5, n, & drei Integrale erster Gattung sind 
U, = [123] -[124]+---+[156], 


so erkennt man wieder unmittelbar, dass dieser Ausdruck den Werth Null 
hat, wenn die bilinearen Weierstrassschen Relationen erfüllt sind, indem 
man alle Determinanten nach der ersten Colonne entwickelt. 

Die pte Associirte wird, wie sich aus dem Vorhergehenden ergiebt, 
nur dann ein rationales Integral besitzen müssen, wenn p eine gerade Zahl 
is. Wenn p ungerade ist, hat die pte Associirte, wie uns der Fall p=3 
lehrte, im allgemeinen kein rationales Integral. 

Wenn man also eine Differentialgleichung (2m)-ter Ordnung hat. 
deren Gruppe von in den Coeffieienten auftretenden Parametern unabhängig 
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ist, so ist die mte Assoclirte, wie mein Vater (Sitzungsberichte 1888, 
Seite 1285 Satz V) gezeigt hat, reductibel, diese Reductibilität kann aber 
sehr verschieden ausfallen, wie das Beispiel der Differentialgleichungen, 
denen die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale genügen, ge- 
zeigt hat. 


Zum Schlusse möchte ich auch an dieser Stelle meinem theuren und 
verehrten Vater L. Fuchs für die Anregung zu dieser Arbeit und seine 
liebevollen Rathschläge bei ihrer Ausarbeitung meinen herzlichsten Dank 
aussprechen. 
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Ueber die Principien der Mechanik. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


(Fortsetzung der Arbeit aus Band 118 Seite 275—350). 


XII. 


Anwendung der analytischen Transformation des kinetischen Potentials auf das Webersche (Gesetz. 


Um den Fall, dass einzelne der Zagrangeschen Bewegungsgleichungen 
in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, 
oder, was in der Mechanik wägbarer Massen damit identisch ist, dass das 
kinetische Potential von einigen Coordinaten unabhängig ist, an einem Bei- 
spiel zu behandeln, wollen wir die Bewegung dreier materieller Punkte 
mit den Massen m,, m;, m; betrachten, deren Coordinaten der Bedingungs- 
gleichung unterliegen 

(1.) 2, = f(t, Yı, % Ya, 22, 2, 9, 33), 
und deren innere Kräfte durch eine Kräftefunetion 
Us, Yı, 315 %ı, Y2, 22, I Y5, 3) 
gegeben sein mögen. 
Da das kinetische Potential 


m 2 2 2 m, j4 ı) 2 m 2 '? . 2? r 
H=-T—-U=-5-(etyıt23)- 3 -atytr)- 5 (tt) 





vermöge der Beziehung (1.) die Form annimmt 
EEE) 
mn) 
(2.) | AR. )): 


ı) 


m,-- m, 3) )yi 


7 
(mm E))= 
( 


u 
Di 
| m 


— 
IND uk 


IV 





(m -+m, (2) = Be "2 of of 
— - zn U, — m m 3 — Mm, 2.0 
2 BEER oy,/. 9: 2 + (= : 2’, ))z ıı x, oy, 1yı 
of of 1/ N 
| —m, er Or, 2,0, —+—U(z,, Yı: f: T3, Y:. 23, T;, Y;: 23 s 
Im, 


so folgt, dass, wenn dasselbe von den Coordinaten x, und y, unabhängig 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 4 


oO 
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sein soll, eben dies für die Coefficienten aller Ableitungen der Coordinaten 


\ ® 0) 
der Fall sein muss, und daher zunächst, wenn Be und 3 von x, und y, 
1 -9ı 


unabhängig sind, 


f . 2, p(%;, Y:, 2, Tz, Y;, 2;)+ yıw(8;, Y», 33, TI Y;, 3)+W(;, Y:, 23, Tz, Y;3, 35), 


np en nn 

19) © OÖ ‘ . .. . 

wonach, da auch ‚Ser - & B..% ... von z, und y, frei sein müssen, die 
O2.’ 98.’ O5 


Function f, also die Bedingungsgleichung (1.) die Gestalt hat 
(3.) 3, = am +by+@(;, Ya, 22, 2, Ya, 35), 


worin a und b Constanten bedeuten, und das kinetische Potential 


H = - (Haar (Hy 


1 L oo ) 2 1 ( 0 u ») 1 ( roln) ) 2», 
eine > mM; m, 22 To 9 m, + m, ay. Y: Hög > m, + m, dr, PD) 


1 | Bw. 2 in 1 Ow \”\ 
4 (mim, 22, ) )=: "7 (m +m, = )w: 3 (m; + m,( 55, ) 3, 








(4) 
m,abz,y, —m,a Oa 22. —m,a 0 2y.+ 
1 ıYı 1 Öx, ı Ta 1 öy, ı 92 
m, b 00 "2,—m,b BB, a 
1 Ör, Yı Ta 1 öy, Yıyı 
P: r 
o@ Co ni 
mM, DEE Y, 5 % Ya 3% Cu Ya, 3;) 
wird. 


Da nun aber auch der letztere Theil U von x, und y, frei sein soll, 
so ist aus (3.) ersichtlich, dass U die Form haben muss 
i (U = (san, by -w)F(a, Y, 2, 2 Y» 3% 2% Y5, 35) 
0.) \ +F(2z,—az, —by,, %, Y, 3» C%y 9» 35), 
und es werden sodann die zu den Coordinaten x, und y, gehörigen Lagrange- 
schen Gleichungen die Gestalt annehmen 


d 02 , “ET 


1 


oder wie leicht zu sehen, wenn c, und c, Integrationsconstanten bedeuten, 


I+Hayaitabyı = 1-0, 


abai+ +) = 55, 
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woraus sich 





(d+a’+5)2) = (+) ab-a 
(6) 
(1+a’+b’)y, = -cab+c,(1+a”)—b = 


ergiebt. Setzt man die hieraus folgenden Werthe von x, und y, in die 
sechs weiteren Bewegungsgleichungen, für welche sämmtliche äusseren 
Kräfte gleich Null angenommen werden, ein, so ergiebt sich unter der 
früher hervorgehobenen Bedeutung der eingeklammerten Ausdrücke z. B. 
aus der ersten dieser 
O 
(+ (2) re 


oder da 
—e = (- =) (= oH ( ==.) ne ee | O2, . oy' 
dr + £ Eu; oy) Or, . Or, cm, Or, rom, Öx. , 
cm 2 = ( =)+ ? 71 FR = Oy' . ne er Ox' a öy' 
0x dr! / Or, Oy' 7 Or), Or! >} 7 
ist, wenn 
gesetzt wird, wieder die Lagrangesche Form 
OH d 09 
(8.) EEE 
or dt ox, 


und ebenso für dasselbe kinetische Potential 9 die anderen fünf Bewegungs- 
gleichungen. 
Eine leichte Rechnung ergiebt durch Einsetzen der Werthe von 


x, und y, aus (6.) in (7.) für das nun entstehende kinetische Potential die 
einfache Form 


( =y} Er ac, +be, do 
A Sure +b?)  14a’+b’ dt 
(9) —;m, al+b)—2abe,c,+e;(l+a’) _ m, (22 +9: +2:) 


1+a’+b? 2 \ 
m r: ) 5 
Zu > (+ +33)-Flw, Ty Y 3 7, Y5 3;) 





und wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten, deren Coordinaten einer 

Bedingungsgleichung unterliegen, von den acht Bewegungsgleichungen zwei in 

vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, oder, 
4* 
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was damit identisch ist, das kinetische Potential von zwei der acht Coordinaten 
unabhängig sei, die ist, dass die Bedingungsgleichung die Form hat 


3, = au +by,+w, 


worin a und b Constanten, und w nur von %;, Ya, 23, Iy, Y3, 3; abhängt, 
während die Kräftefunction die Gestalt besitzt 
U= (3,—ar, by —w)F,(z,, Yı, Zı, Ir, Y2, 22, Ta, Ya; 3;) 
+F(2,—az, —by,, %:, Y2, 22, 25, 9, 33); 

in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die Coordinaten 
2, Yo, 32, U, Y, 3 wieder die Lagrangesche Form für das durch die 
Gleichung (9.) gegebene kinetische Potential 9 an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefunetion bedingt offenbar, wenn 
F, = (0 angenommen wird, dass, weil 


Or OF oF 
ge HT) A) 


ist, die Richtung der auf den Punkt m, wirkenden Kraft constant ist. 
Wir wollen nun die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür aufwerfen, dass das kinetische Potential die Form hat 








/ 6 Mm, 2 2 "2 m 2 u, ' 
10) 9 = -Z— etp+3)-5- ty +33)—-Wer, r), 
worin W eine beliebig gegebene Function von r und r' und 
= (mn) +(y-9) +2 33) 


ist. Aus dem Werthe (9.) ergiebt sich zunächst, dass W(r,r') nur eine 
ganze Function zweiten Grades von r' von der. Form 


| dr dr \? 
(11.) W= MOL OEL AO 
sein kann, und somit 
E dr dev 
(12.) 2 (r) (4 2) = ar Hire: +5?) (Z ) 
und 
46 r ac, ‚+be, dw 
(13.) AN TTmT ifa’ +’ d 


Nun folgt aber aus der Gleichung (12.) 


ao = ya year, 


MM, 








so dass sich bei willkürlicher Wahl von g;{r) aus (13.) für g,(r) die Be- 
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stimmung ergiebt 


p(r) = - (ac, +be,) Y- ita Fan Yg;(r), 


während g,(r) durch den Ausdruck charakterisirt ist 


c?(1+5°)—2abe,c,+c}; (1a?) ar 
pur) = ym, 1-+a? p +F(w, TI, Y2, 22, I, 95, 33), 


aus welchem 


2(1+a’+b? 


sich als Function von r und somit nach (5.) die Kräftefunetion sich in der 
Form ergiebt 


2 1-+a’+b° a2 ö 
U == (2.-a2, by.) ( = 2. fin p(r)dr) F, (2,, Yı, 3 0 Y», 5, 03 Y;, 3,) 


+F(z,-ar, —by,, ı 


J % 


während die Coordinaten der Bedingung unterliegen 


/2(1+a?+b? x 
3, = az, +by,+ | nr = fı g,(r)dr. 


Wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten m,, m,, m;,, deren 
Coordinaten einer Bedingung unterliegen, von den acht Bewegungsgleichungen 
zwei in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, 
während die übrigen sechs nach dem Vorigen in Folge dessen nach Elimination 
der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrangesche Form annehmen, 
und dass ferner das kinetische Potential dieser letzteren sich aus der nega- 
tiven Summe der lebendigen Kraft der beiden anderen Punkte und aus einer 
Function der Entfernung r derselben und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitung zusammensetzt, die ist, dass die zwischen den Coordinaten der drei 
Punkte bestehende Bedingung die Form hat 


'2(1+a’+b?) f 
3, = az, +by, + | = x SVe:(e)ar, 


worin a und b beliebige Constanten und y, eine beliebige Function bedeutet, 
und dass ferner die Kräftefunction durch einen Ausdruck der Form definirt ist 


/’9 
U= (3—ar, by)? et Fi I /Vp: (dr) F, (21, Yı, 315 C Yo, 32, 03, Y3 33) 


+F(2,—ar, by, ı 


worin F ebenfalls willkürlich ist. Dann wird das kinetische Potential für die 
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Bewegung der beiden Punkte 


J . 2? m, ! 
dt 





= (nr + ante) ne Vee.r 


7 c( b°) b - 3 [2( pH? aeg" 35° 
im, (1+65°)—2abe,c,+c}(1-+a?) -F(} an -b?) NNgo)dr, ) 














a +6 
lauten, und nach (6.) die Coordinaten x,, Yı, 3, durch die Ausdrücke ge- 
geben sein | 
_ sat), Tr: r . 
Me 1+a’+b! “ al m, (1+a’+b?) Sir F n er, ; 
—c,ab+c,(1-+a’) / 2 PT an i 
yı 7 1+a’+b? ei nt Velee 
ac, +be, Er: 


er -— 
7 nn 


a Ber u) 2 +) m, (1+a°’+b?). Arz (rar. 

















Wählen wir die Constanten a, b, c,. c,. so dass 


ac, +bc, = 0 
wird. ferner 3 











ferner 








— 


2 „/2m,m,(1+a’+b5° mm # 
U= F(- _ BERErt Ip, r) = 2 — 3m,(c+e), | 
k m, RN r 


m on 2 ) 


Ei 2 2 /m’? 2 1 „2 Mm, "2 m,m, | 
Y) . 7 Ta +Y +2)-5 (@ +Yy5 +2 S3 r 1+ k? 


so wird der Ausdruck 








das kinetische Potential des Weberschen Gesetzes liefern. während die 














Coordinaten z,, Y,, 3, durch die Ausdrücke gegeben sind ; 
TE 
2 m ei —— 2'935 ri 
Tr mt +6)" 
a 2b „/ 2m,m, A 
Yı ge 2 k m RE , 
2. De A i 
2 — r\ Ba | 


m ‚(i+a! 1057 
worin man auch a=0, b=0(0 wählen kann. so dass 


2 „/2m.m, , 
=46l, al, =) 


wird. 
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Wenn somit von drei Massenpunkten der eine durch Verbindung mit den 
beiden anderen der Bedingung unterliegt, dass seine Entfernung von einer 
festen Ebene stets der Quadratwurzel aus der Entfernung der beiden anderen 
Massenpunkte von einander proportional bleibt, während sich die letzteren 
nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, so wird sich die Bewegung dieser 
nach dem Weberschen Gesetze vollziehen. 

Betrachten wir endlich noch den Fall, in welchem zwischen den 
Coordinaten der drei Massenpunkte zwei Bedingungsgleichungen bestehen, 
welche in die Form 

‚= f(21, 2% Y%» 3% %ı %» 3) 31=YlE, 2% Yy 3% 0 Y3, 35) 
gesetzt werden mögen, so geht das kinetische Potential in 


| EEE m, "(1+(2 (2, + e )) er — 5 (m.-+m, (22 ) +m, ( )) g' 





1 Op of of Op op\ ur 
(14.) — m. tm, (5 rm -) \yi m (5, Ir )Eı®; 
of Of ni n 
— m (+ z " ZaW ++ —U(z,, 2 Yu Bu Lu Yu 8 
1 or, Oy, Or, Oy, Y: 1) f; 9 f; 7] Y: . > Y; 3) 


über, und soll dasselbe von x, unabhängig sein, so muss eben dies für die 
Üoefficienten der Ableitungen der Coordinaten der Fall sein, und somit die 
ne 


2 


He): (Hz), (rl 


of of Op op of of Op Pi 


; z ; . ; z m n . 
Or, Oz, or, Or, or, oy, or, Oy, 
reine Functionen von &;, %», 2, 25, Y5, 
Setzt man 
6, Ö . o ’ 0 3 ( ( Ct co 
16) (ZH) m, (HE) =, Ann, 
ox,  NO0M, Or, Or, Oz, Ox, O2, 


worin ®,, @,, 42 Functionen der Coordinaten des zweiten und dritten Massen- 
punktes bedeuten, so ergiebt sich leicht durch einfache Zusammensetzung, 
dass die Function p der partiellen Differentialgleichung genügen muss 





alt Ö j © ) 
(16.) o.(} *) +0, r)- 20 7 I = wm, 
= ! 
während f und durch die Beziehungen ra N sind 
c O6 C 
(0, — En to, E 
r or, Or, Or, 
(14) | | 
IN c O O 
(0,0,— (2°) e. BR N HM 
oO L, Or, OL, 
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und aus diesen letzteren wiederum durch Differentiation der ersten nach «,, 
der zweiten nach x, eine weitere partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung für g: 














2 2 
p Op Op 
2 TO En 
(18.) a 
op [ Oo, w, Ö rn 
VE EEE WOIEREEREN 


Differentirt man nun die Gleichung (16.) partiell nach x, und z;, 
sodann die erste so erhaltene Gleichung nach z, und z,, die zweite nach z,, 
so erhält man fünf Gleichungen in den partiellen Differentialquotienten 
zweiter und dritter Ordnung der Function y, und aus der Gleichung (18.) 
durch Differentiation nach x, und x, mit dieser drei Gleichungen in den- 


selben Grössen, so dass acht — wie man leicht sieht von einander unab- 
hängige — Gleichungen sich ergeben in den sieben Grössen 
O’p oz O’p O’p Op Op O°’p 


0’ 020m,’ 0’ 0’ On,’ On! 0m’ 


durch deren Elimination sich eine Beziehung von der Form ergiebt 





op Op 

(19.) F,(®., ae 
in welche die Variable &, nicht eintritt. Die beiden Gleichungen (16.) und 
(19.) verlangen nun, dass 1. und ne von x, unabhängig sind, und dass 

1 2 

daher, weil dasselbe für die anderen Variablen gelten soll, 

(20.) p = ba, +P(z, Yn 2, Ts, Y3, 35) | 
ist, worin b eine Constante bedeutet, und somit nach (17.) auch at und 
= von x, unabhängig und f von der Form 


(21.) f = an+F(e;, Yı. 2%, TI; Y5 33), 
worin a wiederum eine ÖConstante darstellt. Und die eben gefundenen 
Formen für f und sind, wie unmittelbar zu sehen, nicht nur die noth- 
wendigen sondern auch die hinreichenden Bedingungen dafür, dass das 
kinetische Potential 7 von x, unabhängig ist, wenn noch die Kräftefunetion 
der Bedingung unterworfen wird, von der Form zu sein 


1 — f A / 
U= (y-anmı —F)x:(z, Yı, 5 Tu Yu u I Y 2;) 
(& » “ f > - 
+3 ba, —-P)2(c; Yı 2, 7 Y. 2, 7 Y: 3;) 


6 Rn 
+(yı-ar,, 2, —bx,. In Y, 2 I Y. 33). 
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DD 
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Da nunmehr wegen der Form des kinetischen Potentials 


H=-% 4042, (m+m (22) +m a) 2 


(23.) ng : any )+ m, ( Ze )) y +: Rn 5 +b- 7 > > c, 


Ö ® B 4 Ö F oF op oO (DD rı 
Try — +" —m, + | 


or, Oy, or, oy, 


IF 
—m, (a Er +b 





—ı(F, P, 2, Yı, 35 % Y, 35) 
die zu x, gehörige Lagrangesche Gleichung 


>H 
r ee — em,, 
Or, 
worin ec eine Integrationsconstante bedeutet, die Form annimmt 
21 ı \. dF ID 
(24.) (1+a+b)e, = —c-a z —D T 
( 


so ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes von x, in die sechs folgenden 
Bewegungsgleichungen z. B. aus der ersten dieser 


(+) = 9. 


wenn alle äusseren Kräfte gleich ei tar, sind, und weil 


te 


o(H = ou OH Es C Z or 
er 2) + (= ) 5: a =(- + cm, 3 
wenn 
(25.) 9 = (H)—-cm;,z, 
gesetzt wird, die Zagrangesche Gleichung 
ON d 09 
- dr, r “oe 0, 


und ebenso für dasselbe kinetische Potential 9 die anderen fünf Bewegungs- 
gleichungen. 

Setzt man nun den Werth von x, aus der Gleichung (24.) in (25.) 
ein, so ergiebt sich das kinetische Potential in der Form 


re... np Ib ( dF ze Mm, l-+a‘ fer 
9 r 2 1+a’+b? dt / 2 1+a’+b? 
u DE ee be do 
(26.) rat Ta a ee 


m c’ 


1 2 Mm, 2; 2 
Lurz ita+b 323 3 (+yY+3))- 5 (+9: +3) 





—ı(F, P, 2, Yı 3» I Y%, 33) 
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und wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 


dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten, deren Coordinaten zwei 


Bedingungsgleichungen unterliegen, von den sieben Bewegungsgleichungen eine 
in einen vollständigen nach der Zeit genommenen Differentiaiquotienten über- 
geht, oder was damit identisch ist, das kinetische Potential von einer der 
sieben Coordinaten unabhängig ist, die ist, dass die Bedingungsgleichungen die 
Form haben 


y, =au+Ff, 3, =bxa+P9%, 


worin a und b Constanten sind und F sowie P nur von 


CH, Yı5 5 I, Ya, 2 


abhängen, ausserdem die Kräftefunction die Gestalt besitzt 


E’ f; Nu 
U= (y1-ası —F)x(e, Yı, 21, La, Ya, 22, Ta, 95, 2;) 
+3, —bz,—- PD) (z,, Yı, 21, Ta, Ya, 2, I, Y5» 3;) 
+(yı —ax,, 3, —bx\,, To, Y>, 33, I, Y;3; 3;); 


in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die Coordinaten 
Yo, 23, 5, Ya, 3; wieder die Lagrangesche Form für das durch die 
eher) g (26.) gegebene kinetische Potential 9 an. 
Die oben gefundene Form der Kräftefunction bedingt für die auf 
den ersten Punkt wirkende Kraft, wenn 4,=0, %=0 angenommen werden, 
die Beziehung 


A, = -—ay,—bZ.. 


Soll das kinetische Potential wiederum die Form (10.) haben, also 
W durch den Ausdruck (11.) bestimmt sein, so wird 


re 1-+b?’ 1-+a’ ER, 
a) Fr 
ab dF db 
Be Fee or ar 
Su ac dF bc dd 
Anz = m Ha a Tee 
m, c® 
ul) = — 5 a Eur} +x(F, P, z,, Y2, 3, %, Y, 35) 


sein müssen, woraus leicht 
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dF _ —all+a’+b)p,(r)+bV2m,c’la’+b)p,(r)—(I+a’+bN)gp,(r)” dr 
" u u ge m,c(a’+b?) dt?’ 
did _ bl ra’ +bN)p,Cr)—ar2m,e'(a'+bN)g,Cr)(l+a’+b)glr)’ , dr 
di m, c(a’+b?) Fr 


folgt, und somit 


/ "—a(l1+a’+b°’)p,(r)+bVY2m,c’(a’+b’)g,(r)—(1+a’+b?)p,(r)' 


2.) F m, c(a?+b?) 


dr 


l 


und 


(28.) Pd = [ are 2m,c’(a’+b?) p,(r)— (1 +a’+b’)y ‚(r)’ dr 


m,c(a?’+-b?) 


reine Functionen von r, ausserdem 


2 


c = z 
(29) pur) = - 5 Ggazor tA(FO) PO), zu Ya 


also 


‚2 Y, 35), 


& 


U Pr (yı—azı— F(r))xı(z,, Yı, 21, T,, Y: 23, T;, Y;3; 3;) 
(30.) Ä +3, ba, —Plr))2(, Yı, 335 2 Yu 22 0 Y 35) 


+r(yı-—ax,, 3, —bx,, r), 





und die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 
(31.) yı=axz,+F(r), 23, =bz+%(r). 


Wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten m,, m,, m,, deren 
Coordinaten zwei Bedingungen unterliegen, von den sieben Bewegungsgleichungen 
eine in einen vollständigen nach der Zeit genommenen Differentialquotienten 
übergeht, während die übrigen sechs in Folge dessen nach dem Vorigen nach 
Elimination der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrangesche 
Form annehmen, und dass ferner das kinetische Potential dieser letzteren sich 
aus der negativen Summe der lebendigen Kraft der beiden anderen Punkte 
und aus einer Function der Entfernung r derselben und deren nach der Zeit 
genommenen Ableitung zusammensetzt, die ist, dass die beiden Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Coordinaten die Form (31.) haben, worin F(r) und 
Pr) durch die Ausdrücke (27.) und (28.), in welchen y,(r) und y,(r) be- 
liebige Functionen von r bedeuten, bestimmt sind, und dass ferner die Kräfte- 


5” 
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function durch einen Ausdruck von der Form (30.) dargestellt ist. Dann 
wird das kinetische Potential für die Bewegung der beiden Punkte 





nv ’9 » 1») ! m, ! d x 
J) = 5 ©. +9 +22), (2; + Y5 +3;) )-p)(Z-) 
(32.) dr m c’ 
—pı(F) ey a; > ira? rd: =, P, Pr) 





lauten, und nach (24.) die Coordinaten &,, Yı, 2, durch die Ausdrücke ge- 
geben sein 





c 
a =-— ar % —_ Splr)dr, 

w sl —ag,(r)+by? 2m ‚c’(a? +5Y)g,(r)— -(1- +a°’+b" PLAOM 
BE 1-+a?+b?’ ir m, c(a’+b?) dr, 
air ER be + $- —bgp,(r)—ay 2m, c’(a?-+b ’)@, ‚)— -(1+a EI 
a U 7 2 2.5 m,c(a?+b?) 


Wollte man wiederum auf das Webersche Gesetz geführt werden, 
so müsste man 


| m,m, 1 m,m, m, c® 
Y.(r) Le v, p:\ (r) = pr ’ U Dr x(F, 2, r) — 27 2: + 3 Ita’+b® 


setzen, wofür das kinetische Potential (32.) die Form annimmt 
“ ’ ‚2 D) 12x Mm, ‚Mm, 
9) = > (tgl +2 ,)— 5: (@ ty +2 23 )— gg (14 pi 2 


während die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten nach (27.) 
und (28.) in 


. / 2m, ‚m, 


— . r’, 
BR m,(a’+3) 
BEN BENAT - 22 h 2m, ‚m, / r 
re m(a’+b) ” 


übergehen und die Coordinaten x, Yı, 3; durch die Ausdrücke gegeben sind 


—— wi; { 
Te 
ac 2b /_ 2m,m, RK: A 
I. Tr m(a’ +65" 


be / 2m, m, N 
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l+a’+b % m,(a’-+b°) 
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Nimmt man b=a, so gehen die Bedingungsgleichungen in 


2 m,m, ; 

br k m? 
1 

2 ./ m,m, ; 

nen 


l 


und die Ausdrücke der Coordinaten des ersten Punktes durch die Zeit in 


Mb B t 
stBRE 1-+2a? 
ac rR 2 ) m,m, ı 
yı = — ; + ig 
9ı 1-+2a’ h m, " 
ac 2 m,m 
ur 1+2a’ o. k n | 
_ } n, 


über, und setzt man endlich «=0, so folgt, dass, wenn von drei Massen- 
punkten der eine der bedingung unterlieyt, dass seine Entfernung von zwei auf 
einander senkrecht stehenden Ebenen stets der Quadratwurzel aus der Entfernung 
der beiden anderen Massenpunkte von einander, mit demselben aber im Zeichen 
entgegengesetzten Factor, proportional bleibt, während sich die letzteren nach 
dem Newtonschen Gesetze anziehen, sich die Bewegung dieser nach dem 
Weberschen Gesetze vollzieht. 
Die Kräftefunetion ist dann von der Form 


Mm,m, m ) 


U z e 2 C, 


r ig 


worin e die z-Componente der Anfangsgeschwindigkeit des ersten Punktes 
bedeutet. 


XI. 


Die partielle Differentialgleichung für die erweiterte charakteristische Function von Hamilton. 


Wenn man die äusseren Kräfte P, wieder als gegebene Funetionen 
der Zeit betrachtet, so soll als charakteristische Function das Integral 


(1.) D — / (n+ 57 P, p,)di 


definirt werden, in welchem #, ein fest gegebener Werth von £, die obere 
Grenze des Integrales eine beliebige, aber bestimmt gedachte Endzeit sein 
soll, und das kinetische Potential 7 von £, von den Coordinaten p,, Pa ---; P. 
und deren Ableitungen bis zur vten Ordnung hin abhängen möge. Da 
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ohne weitere Beschränkung der Variationen sich aus (1.) 


Ip = 3 / (H+Z4P,p.)dt 


tu OH d cH d’ >H 
m / 2.\ u = ++ +(—1)’ = Be P\ Ip,dt 








. op dt cp’ Op) 
n s 
N f . ) cH 2. d oH "; 1y7-! d—! oH } J { 
Lit op’ dt op" BER det Op) \ Ps], 
[#X cH d cH EN u DE, 
+ u 1 - dt WEN 777 u + (— 1)’ ir vw—2 Anflr)i ( P: 
1 pP, t A de? op) J; 


ä a Re oA Op» | 

I .- $ op) s ’ 
ergiebt, so wird für die Annahme, dass die mit einander verglichenen 
Werthe der Coordinaten p, aus den Integralen der erweiterten Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen 





oH d °H | \ d oH 
Op dd op! ee) dr = u =) 


durch Variation der 2ur Integrationsconstanten hervorgehen sollen, für 
welche wir die Anfangswerthe 


T 10 r (?v—1) 


Ps; Ps > Ps 9 oz P; 
wählen wollen, 











N ) v—l N n 
OP = 5.) - u +++ (— 1) e = dp 

LT top dt op“ Vu. der! Ope)\ Fe), 

SEI d cH 41)? d> OH ,„_,)Y 

(2.) Mi 2 ee ! op" di op" I Ey \ dr: Op) \ P:}, 
“«“ oH e 

gt ak ee In? 1) 

+| 2. op) op, |. 


sein. Drückt man nun aus den Integralgleichungen 
7 2 0 u (?r—1)° (v—1) 
(3.) Ps ag f«(t, Pı, .. .: Pu» .. .. 1 , .. ., Pu ) 


und deren nach £ genommenen ersten 2v—1 Ableitungen, deren Anzahl also 
2uv beträgt, die Zur Grössen 

(e) Pe, Ps pP 
dureh die Zur +1 Grössen 


(v) (vr) (v+1) 


(v+1) (?!r—1) (?vr—1) 
3 P; b) 4% es P; ’ Ps 


m 


2 0 (r-1) (wv—1) 
(P.) t, Ps» Ps Ps> P; > VE P; b) P; 
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aus, denkt ? durch Ausführung des Integrales (1.), nach Einsetzung der 
Werthe (3.) in die Funetion unter dem Integral, als Funetion der Grössen 
tb, Pin ==> Ps PP, und somit durch Substitution der für 
die Grössen («.) gefundenen Werthe als reine Function der Grössen (P.) 


4) 
dargestellt, so können wir die Variation von 2 auch in die Form setzen: 


u ( ur u cd u Od 
(4) 0$B= 2, - 1: 2 opt En pP ”+E DD 10-1 
1 


) 
- VD 5 8 
1 pe A ie p 


und man sihkle. somit RN Vergleichung mit (2.) die folgenden 
ziehungen: 


Be- 





A en BA 
er de op N I de pe 
o® oH d oH ee . - Zu 
‘ A — = errr +..+(—1)’ . 3 an 
op, op, dt op dr: op 
5.) N 
oD jr oH d oH 
opt e PEarı Open dt Op) 
oD oH 
pe) .* po) 
und 
o® Ki ( Be ( d coH ) +( 17-( d’-ı OH N 
op" ..N1.0p' 4o dt op‘ /o S 0% der-ı Op) 7° 
o® er ( a4) d oH \\ + 1): ( d’-? OH ) 
op“ e Mr 0 dt Ai A k dir? Op) 7/0’ 
oD ei o)- (= oH N 
op © Ei dt Op) ),? 
oD - ( 
Oper" c 5) 





Differentiirt man die ala (1.) nach ft, so folgt 
dD A 
oder, indem 2 wieder als Function der Grössen (/.) betrachtet wird, 
o® » OD , “« ob u co» u 
- a SE Me un I) y. > „ (v) ar: ıy 
A) +2 Hp Pt p; +++2 pe P H+2.P,p,, 


und vermöge der Gleichungen 5) und (V. 4.), wenn £ in H nicht vorkommt, 


It u 
(8.) = E+£.P.p. 
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Berechnet man nun aus den « Gleichungen 
oD oH ob oH op oH 


u ee End. 


.— 


Ze 
die u Grössen pi”, p%”, ..., pl, ausgedrückt durch die übrigen in H ent- 
haltenen Grössen, so dass sich p”’ in der Form ergiebt 
| Ip ID 
I ( (v—1) o-), __O om N 
a WIE Dn ie en ei Ze a 
pP s\* Pı! Pu: Pı Pu $) Oper» Open 7° 
und setzt diese Werthe in (7.) ein, so ergiebt sich die partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung 


oo u oD , 4 ‚eb u eD 
— +3 = +3P —r + +23: pp") ———; 
( { 1 op. 1 op 1 ° opt 9) 
R aL aD N. 06 
(10.) +2; (t, P: Pus> Mühe . r 4 = e- ) - 
\ N g x so... .... ytao.ı j N un |" “ ... 0% 7 un N vr 
op‘ op'; I/ op 
4 
— f ( '—]) (v—1 ! . 
hi ,: 9 TORE MORE RE ‚ee 0 EB 5 
1 





mit der abhängigen Variablen P und den uv+1 unabhängigen Variablen 


! v—1) (v—1) 


’ a ( 
, Pı» . . .. Pu» Pı: ® . .. Pus . . .. Pı E) . . .. Pu . 


und es ist dies die für jede Form des kinetischen Potentials nach Berechnung 
der Grössen pi”, ..., p% aus den Gleichungen (9.) unmittelbar hinschreibbare 
Form der erweiterten Hamiltonschen Differentialgleichung. 

Kennt man das «v-+1 willkürliche Constanten enthaltende vollständige 
Integral der partiellen Differentialgleichung (10.), von denen eine additiv 


ist, während man als die anderen die Grössen 


0 A A a ne 
betrachten kann, so werden die «” Gleichungen (6.), in denen die auf den 
rechten Seiten vorkommenden Grössen 

0 ) a (2r—1) 


. . . .,. u b) . “ .. .. [7 


(—1) (r—1) 
1 ’ ° u 


als neu eintretende Constanten betrachtet werden, die ur Grössen 


4 —1) 
Ps» P:> Eu p° 
als Funetionen von £ und den 2«v willkürlichen Constanten 


ro n@r -ı)° 
Ps» Ps + Ds 
liefern, womit das Integralsystem der erweiterten « Lagrangeschen Glei- 
chungen 2rter Ordnung gegeben ist. 
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Enthält H nur die ersten Ableitungen der Coordinaten, so gehen die 
Gleichungen (5.) und (6.) in 


er 


o® OH 
(11.) OP Sp! 
und 
o® OH \ 
(12.) ei Op? es (3 E 
über, und setzt man die aus den « Gleichungen (11.) sich ergebenden 


oD o® 


Werthe von p,, ..., p„ durch #, p., ..., Pa; ausgedrückt 


op, Bi OPu 
in den von £, den Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängigen 
Werth des Energievorrathes E ein, der dann mit (E) bezeichnet werden 
soll, so geht die erweiterte Hamiltonsche partielle Differentialgleichung (8.) in 


o® A 


(13.) u = (E)+2,P,p. 


über, und das vollständige Integral derselben, welches 2? als Funetion von 
tb, Pi >, p, und « willkürlichen Constanten p,, -.., p, liefert, wird aus 
den « Gleichungen (12.) die Grössen p,, .... p„ als Functionen von 
b, Pin >= +3 Pas Pis +, Pu entwickeln lassen. 


Für 4= —T-—U werden die Gleichungen (11.) und (12.): 
o® oT o® oT 
(14.) =—=--— ud —.=(--), 
Op; Op; op; op; 


und da T unter der Voraussetzung, dass die Bedingungsgleichungen die 
Zeit £ nicht explieite enthalten, eine homogene Function zweiten Grades 
Von Piy » ++, Pu, also 


6 Y 


C ! | 1 
op! — Aupı taQap+' ta, Pu 


- rs 


ist, worin a,, Functionen der p bedeuten, so nehmen diese Gleichungen die 
Form an 


& o® 
(15.) Op: u dıPı ver d,,. Pu 
und 
\ o® 0 0 0 zZ 
(16.) öp: ap + +al,p). 


Beachtet man aber weiter, dass in diesem Falle der Energievorrath 
E durch den Ausdruck definirt ist 
oT 


or —U. 
Op; 


E=T-U=13,p' 
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dass ferner aus den erg (15.) sich 


oD 
Zar ar > 


ergiebt, worin die Grössen b wiederum Funetionen der Coordinaten bedeuten, 
so wird 
" o® Oo o® 

—)—U, 


1 
ee 2 70 Oops N " Op, » + 6) 


und es lautet daher die partielle Ditferentialgleichung (13.): 


3 DL, db 4 
(17.) +32 (b, Op +.+-+b Isu Op „)+HU = _. 3. P,p.- 


Für den Fall dass die lebendige Kraft nur die Quadrate der Ab- 
leitungen der Coordinaten enthält, wie z. B. bei einem freien System, ist 

Br 

Op; 

und da dann die Gleichungen (15.) und (16.) in 


Op; 


! 
. A; P; 9 


öp, = —4,P; öp! = 4,P; 


übergehen, so wird die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung die Form 
annehmen 


o® Ei e 1 ( )+U er y, P,p;. 
8 1 


Für den Fall, dass das kinetische Potential die Zeit £ nicht explieite 
enthält, lässt sich die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung (10.) durch 
die analoge Substitution, welche Jacobi unter der Annahme von H= —T-—U 
angegeben, in die entsprechende einfachere transformiren. 


> Ss 
an‘ [3 Ü 
f 3% 


XIV. 
Transformation der erweiterten ZLagrangeschen Bewegungsgleichungen in das erweiterte 
totale Differentialgleichungssystem von Hamilton. 

Es soll nunmehr noch das totale Hamiltonsche Differentialgleichungs- 
system für den Fall des erweiterten kinetischen Potentiales hergeleitet wer- 
den, welches in Form und Wesen der bekannten für H= —T-U geltenden 
Differentialgleichungen einen deutlicheren Einblick gestatten wird. 

Seien die äusseren Kräfte ?, gleich Null, so dass die erweiterten 
Lagrangeschen Gleichungen lauten 

OH d oH d oH or: ro 


Op, "ri op! x du’ op“ Ted der m  ;. 
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während der Energievorrath durch den Ausdruck 


; d-ı OH 
Be 4... 
=. N op, di Op" rt) dei op) 
E 7 oH d oH u. e— oH 
IP, Ö A dt F ML +..+(— 1) ; ie? N rt 
1 P, pP, ( op, 
—5,p0? S nn 
Bu age 


gegeben ist, so werde 





nun MR. I. SR AR, 7 Rn. DR 
op, dt op" Ne dei Op T Por —ı 
= BEE 22. SR AR NE su. SO 
op, dt Op, y ’ ar op) Por 
(1.) a a ir eu... 
OH d oH 
Tr 77 = pen 
oH MR 
op\ = Po 


gesetzt, und aus diesen vu Gleichungen die vu Grössen 
(v) (v-+1) (?2?v—1) 


P. 3 Po b) on P» 
als Funetionen der übrigen in der Form*ausgedrückt 


(v m f ! , ı ( —1) 
ee Bar + WE Ben) 

(r+1) (3 

e 


TR ! zj 1) \ 
. Ort; Pos Pos Pos "+, Po » Povs Por+i); 


Pe = Ball Pos Das Pas ++ + PS”, Paarıı Pavası +3 Por)ı 
indem sich aus den « letzten Gleichungen des Systems (1.) die Werthe 
von p%, aus den anderen, in den Grössen pl+), pe», ..., p, linearen 
Gleichungen die Werthe ‚eben dieser Grössen ergeben. 

Setzt man diese Werthe in das kinetische Potential H und den 
“nergievorrath des Systems E ein, so mögen die so erhaltenen Werthe 
mit (H) und (E) bezeichnet werden, und es ergiebt sich, wenn man 
beachtet, dass H eine Function der Zeit, der Coordinaten und der Ab- 
leitungen derselben bis zur vten Ordnung hin war, E dagegen die Ab- 
leitungen bis zur (2v—1)-ten Ordnung hin enthält, dass zunächst nach den 
Lagrangeschen Gleichungen 


(2.) Dar- - (3) 








44 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


ist; da ferner der oben gegebenen Definition gemäss 


Bi, 5 @ u a 
8)  (E) = (MH) Zeppena— Le Pina Eeph "par —Zelpl?) pr, 
ist, so wird 


ö(E) _ ö(H) # PL) 


Op: Op; —SePer "öp, L. 





und da 
i Er ö ».. pl”) 
Erle DE IE er he DEE 


ist, aus den beiden letzten TER 


8 


so dass die Gleichung (2.) in 
Ä dp»-ı _ ©(E) 
(4) m», . 
übergeht. 
Bedeutet nun A eine der Zahlen 2, 3, ..., v, so wird 


Dar „ AEUE 6 ee 


v—i ° 
di FTIR 2:77, Ba" 22° 2 Veh all, 27 — mt 





nun ist aber nach (3.) 


fE) _ KH) « O(p%?) 


Opa- Ale Op%- -1) Po Opa=1) —Pr—i+1 





und 
ö(H) OH “«.r oH \ Cpl) R 
= (gam)t2e a) an = -( )+2 =ePer Opü- 1) 9 
woraus nach (an 





OH d oH ‚a + OH dpa 
‘ pin a dt op@) +“ + 1) die- +1 a7) = 


folgt, und wir erhalten daher mit Rücksicht auf (4.): 


dpv—ı au o(E j füri=1,2 3 v) 


di pam) 


a 
y 3 un a De ie ar ER aaa Malin. ua Su anl nn nl n at De a 5 
Se eier ai 5 FEAT RE TORE R F 








SAN SHARE RIEMEN RENT N 





R TRENNEN en 
A TE 7 ad 
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RR 2ER u mE 








ai 
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Bildet man nun für d=r, v+1,...., 2v—1 


O(E) _ OH) _ -_ 5 op) 
d Br RER ru eeorr — A — 
Ps) OPsd ) OPsd 


und bemerkt, dass 


am _ (UN) _g, 0) 
OP Top 7 pa Pe op 


ist, wobei, wie unmittelbar zu sehen, für d >rv 


OH pr) 
A he, Ops3 PS 
ist, so folgt 
dp» 9-0 ö(E) 
dt Op 


und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn man vermöge der Gleichungen (1.) die Grössen p,',py ",...,p, 
als Functionen von p,, Po; biche u. Poww-ıs Pew-25 +++ Po, darstellt und 
in den Ausdruck E der Energie einsetzt, der dann in (E) übergehen möge, 
so lassen sich die verallgemeinerten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 


durch das erweiterte Hamiltonsche Differentialgleichungssystem ersetzen: 





dpv»-ı _ O(E) dpv»-2 _ O(E) dp» _ O(E) 
6 ya Op \ dt * ER Ta per-D 
). 9 
dp") Ki O(E) dp » o(E) dp, o(E) 
| di e- TR di Ze OPsr+i " u. OPpıv—ı 


Für den Fall, dass das kinetische Potential nur die ersten Ableitun- 
gen der Coordinaten enthält, gehen, wie unmittelbar zu sehen, die erweiterten 


Hamiltonschen Gleichungen in das System der 2« simultanen Differential- 
gleichungen über 


dpa._ &E) dp __ CE) 


Be: de OPsı 


worin (E) den Ausdruck für den Energievorrath darstellt. wenn in den- 
selben der aus den « Gleichungen 


oH 

Op: 
sich ergebende Werth von p, durch t, p,, p.ı ausgedrückt eingesetzt wird: 
und ist 


— Po: 


H=-T-U, also E=-T-LU, 





46 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


so erhält man, wenn 


oT cH 
op, O 4 — 0. 


gesetzt und der aus diesen in den p, linearen Gleichungen sich ergebende 
Werth dieser Grössen durch £, p,, q, ausgedrückt in den Energievorrath 
E substituirt wird, das bekannte Hamiltonsche System 


dp, __ &(E) d, __ O(E) 


di 09; dt op; 


Aus der Form der Differentialgleichungen (5.) ist unmittelbar er- 
sichtlich, 

dass auch der Multiplicator des erweiterten Hamiltonschen Systems 
eine Constante ist, und daher der bekannte Jacobische Satz vom letzten 
Multiplicator auch hier seine Gültigkeit behält, 

und ebenso zeigt der Poissonsche Satz für das Differentialgleichungs- 
system (D.), 

dass, wenn 


f / (v—1) \ 
f Ps; Ps> A P; 9 P:: > Psr-+i; PT P»v-ı; t) 
und 


(v—1) 


f ) 
V(P P:> ++, P; « Pr> Prtis +» Pi E), 


worin die Grössen p,, P,, -.. die Repräsentanten aller Werthe p.. ..., P.; 


! 


Pır == Pas»; sein sollen, zwei Integralfunctionen des Differentialgleichungs- 
systems (9.) sind, der Ausdruck 


a Mae ee. ee... ch 
O N 5 2r—1l—o > ıv— Mi: Ö p 
175° 10p,, oe 7 an Er RE 


ebenfalls eine Integralfunction jener Differentialgleichungen darstellt. 
Es mag endlich noch gestattet sein, einen Satz über die Natur der 
Integrale der erweiterten Hamiltonschen Bewegungsgleichungen hinzuzufügen. 
Sei das kinetische Potential H eine algebraische Function von 
lt, Piss Pss +», pl’, welche der Gleichung genügen möge 
d—1; 


(6.) H’+r(t, ps Pi ---, pr)H’" + +r3lt, D, Pi pl”) = 0, 


7 


worin 7, 7, ..., r, rationale Funetionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, so sind die Ableitungen beliebiger Ordnung von H nach den Coor- 
dinaten und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen bekanntlich 
rationale Funetionen eben dieser Grössen und von H selbst, und es können 





N RR A ni Renee 


BETEN RE NEe 


ET NERSTED IT PRE 


Be an 








RR ENTE 


fe 
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somit die Gleichungen (1.) in die Form gesetzt werden: 





’ J (?v—1) (v—1)\ __ 
un 5 VERRE 9 TREE ARE a MET a) ESTER 
J ‚ (?v —2) (ro m 
R,, GE BE, 0 Busfih von Bas 0 WET ie = Do 
(7.) . r . . . . s r . : | } : . ” 
l ! v-+1) v4 \ a sh 
R,_..(t. H, Pı, .... Pu» Pı, 4 Pu» .... Pı 4 .... Pu J — Por+is 
> / ' (v) (v 
R,, (t, H, Pı; .... Pu» Pi: .„... Pus ner], Pı ... pr Pov» 
(üro=1,2,...,,) 


worin R,, R.; ---, 


R,, rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen 


bedeuten, von denen die erste in den Grössen p”—"), ..., pl 
Eee linear ist. Die 
Elimination der «+1 Grössen pl und H zwischen den «-+2 Gleichungen: 
(6.), den « Gleichungen: 


R,(t, H, p.. 


», die zweite 
... die vorletzte in pe*+", ..., per+» 


' ! (v) (v)\ 
3 Pus Pr »> +3 Pas » ++ Pi s +++ Pu) Bi; 


und der Gleichung 


y e ! .) 2 u y 1 E 
&) E= H-2,P.Par-1— ZePe Per" — EP "Part —EePi” Pr 
=ePoP. =ePe  P. =ePs P. 


liefert für (E) die algebraische Gleichung 


(E)’+r,(t, Ps> Ps; Be er, Po2; 19 
CO. 


—. re 


{ ! (v—1) u 
+r,(b, P:> Ps» > vs Ps ’ , Pov. v, 


Por 
worin T,, T,, ..., t, rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und der einer bestimmten Lösung H, der algebraischen Gleichung 
(6.) entsprechende Werth von (E,) ist dadurch bestimmt, dass der Energie- 
vorrath eindeutig vom kinetischen Potential abhängt. Sei nun die Glei- 
chung (9.) irreductibel mit Adjungirung der Grössen ft, p,, pl. --., pl”, 
Pow-1r +++, Pay, und werde angenommen, dass das erweiterte Hamiltonsche 
System von 2uv Differentialgleichungen 





dp»—ı _ O(E) dpa-2 _ OCE,) dp» _ OKCE,) 
Fe Ace BR Fre AN 2> hs) ug SO 
(10.) | 
0 Su ME" __OC) dp, _ __OCE, 
Br Fe dt as a Een Va op: 
ein algebraisches Integral 


(v—1) N 


(11.) ET en) 


@,(t, Pas Pos 


besitzt, worin « eine willkürliche Constante bedeutet, und wo, 


die Lösung 
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einer mit Adjungirung von (E,). f, Pas Pas + PO”, Por +: Pu, IIre- 
ductiblen Gleichung 

je"+fllE) & Pos + PU”, Pan 5 Por)@" + 

| +m(Eı)) b& Pas 3 POP, Pv-n * + Par) = 0 


sein mag, in welcher f,, ..., f, rationale Funetionen der eingeschlossenen 
Grössen darstellen. 


(12.) 


Da nach der Definition einer Integralfunetion vermöge (10.) die 
Gleichung 





ow, 8 0w, O(E,) MI - 00, O(E,) e 4 00, ö(E,) 
n s;s ee n sn u.“ “. 

(] 3 \ a: % op, OP —1 x op, OPav_. 1 opt’ “ Op, : 
\ ) R 
\ « 7 en n n en n E 
5 00, m), E00 00m) Te... { 
a» sin $ nZ a = 
FR EA ı Op, Ope 





identisch befriedigt sein muss, die partiellen Differentialquotienten von (E,) 
aber wieder nach Gleichung (9.) sich rational durch (E,) und die anderen 
in den Coeffieienten dieser Gleichung vorkommenden Grössen ausdrücken 
lassen, und somit auch die partiellen Differentialquotienten von w, nach 
(12.) rationale Funetionen von 





1) 


0, (Ei & Pos = Dos Pam = Por 
sein werden, so wird (13.) in eine der Gleichung (12.) gleichartige Glei- 
chung in & übergehen, welche ebenfalls durch w, befriedigt wird, und so- 
mit aus der Irreduetibilität von (12.) folgen, dass alle Lösungen dieser 
letzteren auch der Gleichung (13.) genügen, somit auch Integralfunctionen 
des Difterentialgleichungssystems (10.) sein werden. Daraus folgt aber, 
dass, weil dann 


RE able el a Ban le na ee 
ET Er E RSEIEE BENEET ER. - 





do, do, 


di ’ 7 


mit Benutzung der Differentialgleichungen (10.) identisch verschwinden 
müssen, entweder fi, fa »+., /„ selbst Integralfunetionen des Systems sein 
werden oder m=1 ist, und wir finden somit, dass eine algebraische Integral- 
function des Differentialgleichungssystems (10.) entweder selbst rational aus 


(’—1) 


(E}), t, Ps> 598 Ps 
braische Zusammensetzung solcher rationaler Integralfunctionen bildet. 

Ersetzt man nunmehr in diesen rationalen Integralfunetionen die 
Grössen P,a»-1, Pow-2r ++ Por+ir Po, durch die in den Gleichungen (7.) ge- 


» Pom-ıs * ++, Po», zusammengesetzt ist, oder eine alge- 
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gebenen rationalen Functionen, in denen A, für H zu substituiren ist, so 
geht (E,) in E, über, welches wiederum rational durch H,, £ und 
Pos Pas: Ps  ausdrückbar ist, und es ergiebt sich somit das nach- 
folgende 'T'heorem: 

Ist das kinetische Potential eine algebraische Function der Zeit, der 
Coordinaten und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen bis zur vten 
Ordnung hin, und besitzt das erweiterte Hamiltonsche Differentialgleichungs- 
system eine algebraische Integralfunction, so ist dieselbe entweder selbst eine 
rationale Function des kinetischen Potentials, der Zeit, der Coordinaten und 
deren nach der Zeit genommenen Ableitungen bis zur (2v—1)ten Ordnung hin 


oder eine algebraische Zusammensetzung solcher rationalen Integralfunctionen. 
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Zur Theorie der Zweitheilung elliptischer Functionen. 
(Von Herrn B. Igel in Wien.) 


Veitiegeide Arbeit hat die Zweitheilung einiger Transformirten der 
elliptischen Funetionen, die Herr Hermite gefunden hat, zum Gegenstande. 
Es handelt sich darum, die vier Werthe der Zweitheilung rational durch die 
elliptischen Functionen darzustellen. Einen Werth hat schon Herr Hermite 
angegeben, einen zweiten erhält man aus diesem durch eine leichte Ueber- 
legung, hingegen sind die anderen Werthe nicht so leicht zu finden und 
nur dureh Zuhülfenahme der linearen algebraischen Transformationsformeln 
von Abel zu eruiren. Da diese von Abel bloss aufgestellt, aber nirgends 
bewiesen worden und da in der Anleitung zu einem Beweise derselben in 
dem Buche „Elliptische Funetionen“ von Enneper (zweite Auflage, heraus- 
gegeben von Felix Müller pag. 348) die Formeln nicht fehlerfrei sind, so 
reprodueire ich, bevor ich von den Formeln Gebrauch mache, in $ 3 den 


Beweis Ennerpers. 


$ 1. 
Herr Hermite*) hat durch Combination der zwei quadratischen Trans- 


formationen 


u, (1+Kk)u u, (1-+k)ui 
1 Fi 1—h 
nr + . 1+k 


eine Transformation hergestellt, die durch folgende Formel gegeben ist: 


\» sn(u) 1+ksn’(u) 


zn */ 1 ee 
ws = (IH 7%) en(u)dn(u) 1—ksn’(u) 


= 


(1) sn[Cı+ VKyui- ( 


” ” . u Y . .. . . 
Dureh die Substitution — an Stelle von « und mit Berücksichtigung der 


*) Liouville J. (2) IX. 145—158. 
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Formel 
2.) sn (u) 1+ksn’u 1 1—ksn?(2u) — en(2u)dn(2u) 


en(u)dn(u) I—ksnu  (1-—k)' 00 
erhält Herr Hermite die Formel 


3.) sn[- (1 na ni j „( 2] fe 1 nd Ban 2 Da ) 
l+yk (1—yk)’sn(u) 
Darin ist ein so wichtiges Prineip implieite ausgesprochen, dass es der Mühe 
werth erscheint, dasselbe zu erörtern. Wenn eine Transformation durch 
die Formel 


u . \ N 
(4.) sn( i) = F(sn(u), en(u), dn(w)) 
gegeben ist, so ist im allgemeinen nicht 
” u u \ UN u ) 
(5.) sn (-. TR .) = F(sn 5): en(-,.) dn( 5 
Die Zweitheilung ist vielmehr, wie bekannt, durch die vier Werthe 
/ \E u iur 
/ 1-cn( TR .) Sg I+en( Y: ,) 
he A u id ?, u a 
.) din, A 
I+dn\ TE 1—dn u 4) - 
ER CE NA EN EN 
I-+ren\ >) / 1 en\ h) 
wo, = #/ . Zn 775; en 
. f . 
1+dn( Y’ )) 1—dn\ m: * 


gegeben. Damit die Formel (5.) bestehe, muss die Relation bestehen: 
(6.) F(sn(u), en(u), dn(u)) = w(sn(2u), en(2u), dn(2u)). 
Die Transformationen, bei denen dies der Fall ist und die, wie wir sehen 


werden, eine unendliche Klasse bilden, haben eine merkwürdige Eigenschaft. 


Bekanntlich ist in der Jacobischen Transformationstheorie eine der funda- 
mentalsten Formeln die fa 


sn Re 


n ’ ER 
(7.) /- n = P(sn(u)), 
1+ su r . 
welche besagt, dass der Ausdruck 


1-— sn( - : 1) 


I+sn( 2 a .) 


2 
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ein vollständiges Quadrat sei. Die in Rede stehenden T'ransformationen 
haben noch die Eigenschaft, dass die vier Ausdrücke 


u 
am _ ah. 
u 
Itdn(-ı 1) 
vollständige Quadrate sind. So ist bekanntlich ei Werth der Zweitheilung 
der Gaussschen Transformirten 


(8.) 





F 2yk 
[0% : Ich, A l—en a+mu, | ar 
9 2 ’ 1+ks Ew 1+mu Eee 1 
we... L ’ 1-+% 
_  1+ksn’(u)—cen(u) dn(u) 
> 





Durch die Bemerkung, dass 


ae le 
00, = WW, = = 
“ } n 


ist. ereeben sich aus (9.) die Formeln 
bw) 


u. 1 +ksn’ (u) = en(u) dn (u) 
ne 2ksn’(u) ) 
A 008 
(10.) w = 1 Äh sn w+ en(u) dn (u) 
wer +ksn’(u) — en(u)dn(u) 
nr >ksn’(u) 





Die Zweitheilung der Zandenschen Transformirten ist 


11, on | 1+k' R 1—k' | = lten(u) _ dn(u)rll—(l+Kh')sn’(u)] 
MAUER 5  Itdn(uX) ° dn(u)+[1—-(1—k’)sn’(u)] 


iii ©; 
Dagegen ist bei der Hermiteschen Transformirten, da 


i 4 k s 2 - ” 112 2 
en[(1--Yky ui, | 1—yı y en*’(u) dn?(u)+(1-+Yk)’(1+k)sn’(u) | 








1+Yk/ - (1—ksn’(u))en(u)dn(u) 
ee 
ist, 
MET LE LIOL Or OEnO OSLEEDIEnD 
1} (1-kan’(u))en(u)dn(u) +en’(u)dn’(u) +(1—Vh)?CL+-K)sn’(u) 
. 1—ksn’(u)—en(u)dn(u) 





(1—yYk)?’sn (u) 


2 
rar e“ Li Desk Das Se a ee Bi  ar a aen WER ultaih Be 
eh RER REITER } R i 7 : 








Sr 


TE BER Le Grad N a En er 
RER, RABEN 
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so dass wir die Formel erhalten 


(1—ksn’(u))en(u)dn(u)— en?(u)dn’(u) —(1+ Yk)’(1+k)sn’(u) 

(13.) (1—ksn’(u)) en(u)dn(u)+ en’ (u)dn’(u)+(1—yk)’ + k)sn’(u) 

ar E 1 —ksn’ (u)—cen(u)dn(u) T- 
(1—yk)’sn(u) 





82. 
Bevor ich weiter gehe, will ich die letzte Formel, die nicht evident 
ist, durch Rechnung verifieiren. Es ist 
14) wei (1—ksn’(u))’cn’(u)dn’(u)—[en’(u)dn’(u)+(I+Yk)’(I+k)sn’(u))" 


(1—ksn’(u))'cn’(u)dn’(u)— [en’(u)dn’(u)+(1— yk)’(1+k)sn’(u)]’ 
Da nun 


(1— ksn’(u)) — cn’ (u)dn’(u) = (1—k)’sn’(u) = (14 yk)’(1—-yk)’sn’(u 


ist, so kann man die Formel (14.) wie folgt schreiben: 


\ 


ö al 1+ kK\3fa— YR%— 2 I-+K)]sn?u )en’(u)dn’(u)— (1+Yyk)'(1+%k)'sn’(u)) 
N a a a 
1—yk/ \[(1 —Yk)’—2(1+k)]sn’(u)en?(u)dn’(u)—(1—yYk)’(1+%k)’sn*(u)| 
und man sieht sofort, dass sie sich auf die folgende redueirt 
2 Eu 1+yk \tt —sn’(u)en’ (u) dn’(u)—(1+k)’sn*t(u)) 1-+yk\* 
(16.) ww; = + } -) | kn Je ei 7 ansehe ar Ei n / Ze | y’ i 
.1—yk/ 1 —sn’(u)en’(u)dn(u)—(1+Kk)'sn‘(u) 1—yYh 
Jetzt ist es leicht, die Formel (13.) zu verifieiren, denn multiplieirt man 
Zähler und Nenner mit dem Ausdrucke 
(1— ksn’(u))en(u)dn(wW)— (1—Vk)'(1+k)sn’(u), 
so wird der Nenner nach dem eben Gezeigten 


z \} 


= — (1-1 k)'sn’(u)|en’(u)dn’ (u)+(1-+ k)'sn’(u)). 

Soll also (13.) richtig sein, so muss die Identität bestehen 

\(1—ksn’(u))’— en’ (u)dn’(u)+2(1— ksn’(u))en(u)dn(u)| 

x en (u)dn’(u)-+ (1+k)'sn’(u) 
= /(1-ksn’(u))en(u)dn (u) — en’ (u)dn’ (u)— (1+Yk)’(1+ k)sn’(u)) 
x /(1—-ksn’(u))en(u)dn (u) — en’ (u)dn’(w)—(1—-VKk)’(1+k)sn’(w))!. 
Diese Identität besteht aber in der That, wie man sich leicht überzeugt, 
wenn man von der Formel 
(1—ksn’(u)) = (1—k)’sn’(u)+en’(u)dn’ (u) 

Gebrauch macht. 
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Auf diesem Wege gelangen wir auch zu dem rationalen Werthe 
von %;. 
Da nämlich der erste Werth eo, sich folgendermaassen schreiben lässt 
1—ksn?(u) — en(u)dn(u) 
(1—Yk)’sn(u) 


. (+2)! | 1—hsn’(u)—en(u)dn(u) 
” Aus A—h)sn(u) 


wo, = di — 








da ferner 


ist, so muss ®@, die Form haben 
o, = - +) F(sn(u), en(u), dn(u)). 
Da aber 
F(sn(u), en(u), dn(u)).i- li Se en N 


sein soll, so muss 





(17.) F(sn(u), en(u), dn(u)) = Km en w) 


sein. wir erhalten daher die Formel 


arm? ; (A-7k 
I+en| . (1) i Nr ® Km nn OR 


BLEI (4) 


Dureh die Combination folgender Paare quadratischer Transformationen 


(; (1—Kk')u ( (1+Kk)ui 
u ) er ) 
h, 1—k' h, 1+%k 
(; ir) u, (1-k)ui 
1—k' ) (; 1—k ) 
h, 1+k h, 1+%k 
( we] ( (1—k)ui 
1 
ER 13 


(18.) 


\ 


(1— yk)’sn(u) 





—_ 


> RENTEN | ur Sn Sale a Ber er rer Ei in 
EEE % e 5 au 








RAR 


iR 
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erhalten wir die der Hermiteschen ähnlichen Formeln 











| (1-Yk)? , ( 1-+yk ) . 1—ksn’(u)— en(u)dn(u) 
sn 3 ui, = —e —— ’ 
- 1—yk/- (1+yk)’sn(u) 
(19.) . un. is ni, dom )' 4 1+ a | 
z 5 1+iyk/ - (1—-iyk)’sn(u) 
1—iyh)? . (1-+iyk\? ‚ 1-+-ksn’(u)—en(u)dn(u) 
. & n ) ui, ( | ı ) | +ksn (w) ee) 
. 1—iyk (1--iyk)'sn(u) 


Es lässt sich nun leicht wie oben verifieiren, dass die Ausdrücke rechts die 
entsprechenden w, sind und dass die bezüglichen w, die Form haben 


EIER . 1—ksn’(u) +en(u)dn(u) 
a (1-FYk)'sn(u) 
20.) a ad Ua 12 Aue 1 Soma a 
(1—iyk)’sn(u) 

a 1+ksn’(u)+en(u)dn(u) 

? (1+iyk)’sn(u) 

Wir wollen nun auch die Werthe w, und w, der in Rede stehenden Fune- 
tionen ermitteln. Dazu brauchen wir die linearen algebraischen Transfor- 
mationsformeln von Abel, für welche wir, da sie Abel nicht bewiesen hat, 
im nächsten Paragraphen den Beweis Ennepers in etwas anderer Form 
geben wollen. 





$ 3. 
In drei Abhandlungen kommt Abel auf die Lösung der Differential- 
gleichung 


d. 
(21.) > Bel  —— 
y(1—y’)(1—l’y”) My(1—r’)(1—k’r‘) 
durch die Substitution 
u: 2 a+-prxr 
(22.) Y a a +f'x 


und giebt ohne Ableitung und nur mit dem Bemerken, dass sie leicht ein- 
zusehen seien, folgende sechs Lösungen: 


1 1 
(I.) i=t+h, y=4a, y=4--, Z=4l 
1 1 1 
(II.) l= + a) y=tke«, Y = + a: M = th, 
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1— k ® 1+ ‘k k. 7 
AL) I=+| —), ya4 2, DM = Hill4h), 
1+yk 1-yk 1-yk.z 
, 1+yk \° 1—-yk 1-+Yk. | 
AN ) im +( J 1. ) ’ . x ev za Zn  : I +i(l—1 k)', 
:  1—yk 1+yk 1-—Yk.x 
r 1—iyk\’ +iyk Hiykh.: Ä N 
(\ ,) 1 +( ) I a 1 ein £ 1+iyA T i >M = +i(l+0) k)”, 
= l-+ıyk 1—iyk 1-—iyk.x 
FR 1+iyk\? —iyk Hiyk. läne 
VL) I + (+ | AERO u, 
a; 1—iyk/’ l+iyk 1l-—iyk.x 


Um dieselben zu beweisen, bemerke man, dass das Differential auf der 
linken Seite von (21.) durch die Substitution (22.) sich wie folgt trans- 


formirt: 
(23.) ee 
Ya-y)A-ly’) M YF(e) 
Re: er ” a'd—aß 
M Y(a’—a’)(a’—I’a’) 3 
n — No ed, PR Aloha , PUR 2 
F(«) Fer ‚1 Fan a?— a? c+ a” — a? T | ‚+2 a”? — la:  «’_Po’ T\ 


Setzt man F(x) = (1—-z’)(1—4’x’), so erhält man dadurch, dass die Gleich- 
setzung gleich hoher Potenzen auf mancherlei Art geschehen kann, mehrere 
Gleichungssysteme und somit mehrere Lösungen des Problems. Das ein- 
fachste System ist 
| eB-0eB=0, df-Feßp=d, 
(24.) far 


a ’— a? ı a’ —l’a’ 


= —k. 


Aus den ersten zwei Gleichungen folgt mit Berücksichtigung der Un- 
eleiehung 

ed —aß +0, 
dass 


e=ß=0, oder «= ß=0 


ı 


sein muss. Für diese beiden Fälle ergiebt sich aus den letzten Glei- 
chungen (24.) 


1 
I=sth y=4s, Zz=tl, 

Re M 

(29.) 
ta: Ak 
u TE SE Eee 2 




















a RER tin ul Z sd AU sl 
FF ar Ko T Br ea Kin: 5“ ARRRCHTE, 
RENT . x : 





BE Er, N sin ad ANSEN 00737 De 


LEE 








PR NUN 2 LEBE 


. 
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Man kann aber an Stelle der letzten zwei Gleichungen (24.) folgende an- 
nehmen: 


er ee EEE pr 
( . a?— a’ a”’— la: ah \ | /* iu: lg ee 5. 


‘welche den entsprechenden Fällen gemäss resp. die Formen 


B° an ' 2 N 2 
a’ (1+f)= I+4, er) | =K, 
(27.) 





ee 
erhalten. Diese Gleichungen liefern ausser den Lösungen (25.) noch die 
folgenden: 
I=+,, y=the, 0 = th, 
e.) 1 ] 
lI=+k LE +7; A = +1. 





Die Formeln (25.) und (28.) zusammen geben nun die Lösungen I und II. 
Wir können die Gleichungen auch in folgender Weise aufstellen: 





9 —Pp 5 —13 "19 21.18 
l l ER Pie: Ti Be 
IL a —a bi a'—la 2. a+a  a+le 4 
(29.) ß Fi E) a? 9? or 2 292 
(# ey + (£ +, —] N k° t { - (F —l}; Se: 2 
a —a - fe} a Fe: 


Die ersten zwei lassen sich auf die Form bringen 


A (# 11) a An) 
(30.) Ic = 2 1 \B ar . BR 


(@ 1)(- 
aus welchen die Gleichung entsteht 
( A K) ii] B: 


; 
(31.) j 2 Fi 
[7 « 1] PB 
| )- 1| ( z) 














N u. a 5 
die offenbar nur durch die Lösungen „-t r 


Dass das obere Zeichen zu verwerfen ist, sieht man sofortfaus den Glei- 


befriedigt werden kann. 


4 ' 


0 & h . “ . Pa . .. 
chungen (30.), welche für = = 7 In eine und dieselbe Gleichung über- 


*) Nicht - wie bei Enneper. 


x 
ur 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 5 
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oO 


gehen, nämlich in 


( 8 g' '$ a2 8 \ 
\# -1)5 +) HL B +1)\ 8 4) 
se /Bß \ ’# \ ß A 
(rd Erd -5-D] = 0 
d. h. in 
n A f 3 2 
Die zwei letzten Gleichungen in (2 29), ergeben nun 
Pe] m 
Br P- 8+Pß BE 
LE) au + Rz 1 = I+K, 
JO, " 





)=h, ( Im -+4, = 4/6 
a7 


r 
a a 


Durch Combination dieser Gleichungen erhält man die Gleichung 








my 8 — IN nn / ßB +ß ee * 
> +7} Fk] 2) Fk] 
Je nachdem die Gleichungen 
3 MM en 9-8 
= +/+& —=+f25 —-57 = 1128 
Üü 0 BP us 
oder 
3 3 no 3 . 
- + Y#R rn Fir aaa 
a @ 8 —Bß BEER 
verwendet werden, erhält man die Lösungen 
a= 1FV+k, ae = 1FYy+% 
=. B=+(1FVth)V+h, B=H+(FV+HV+R, 
Ir) 
a = FI 1+Y+k), a = l+V+%, 
"= F1+/+MV3k, P=FeIHtVth)V+h, 





welche aber beide dasselbe Resultat liefern, nämlich die Formeln (III.) 


bis (V1.). 


—B\’ E—BN’_]1 i 
*) Nicht l —)- Alle = | wie bei Enneper. 


a —a/ 


\a—a’ 








BE Klee Si ELIUTENUSEN RT Kr a > RER en a 





RETTEN 


RE ee 











EEE ES EDER NR REEL? ET TART ER IT 5 
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Aus dem Gange des Beweises ist ersichtlich, dass die Vertauschung 
von ! mit —/ von gar keinem Einflusse ist, es führen daher die Gleichun- 
gen, welche aus (29.) durch diese Vertauschung hervorgehen, zu demselben 


Resultate. 


$4. 


Um auch den dritten und vierten Werth der Zweitheilung zu er- 
mitteln, gehen wir von der dritten Transformation Abels aus, um die Formel 


Hermites auf einem anderen Wege zu finden. Es ist nämlich 
u 2>u I—Yk\’ 1+yk 1+rYkz 
(36.) sn| +6, ( | = en: 


(1 +} %k)' 1 +-yk 1—yı4 1— Y r 
wo 


ist. Da nun 


x 1 —] k Br N‘ . 
sn(e) = en(e) = ‚, snle)=1t 


1—Yk ' 1+yk 1—yı 


ist, so geht die Formel (36.) in folgende über: 


, Ayk | "ı+Yyk | | 
) -sn(u l)+ | a \en (ul)dn(ul 
(37.) 1—ıh - ae _ı4rrk ! tYksn(u 
—_yYk\: —rk -Vksn(ı 
1-( ) sn’(u'l) zu du a 
1+yk 
welche man auch wie folgt schreiben kann: 
di k ' 
d. -snlul)+ cen(u U)dn(u'l 
(38.) (1+yk)°’ e I-+-Jksn(u 
” 1—yk\? —Yks 
1 ( 1) sn’ PER 
1+yk 
Man kann nun setzen 
4i k an : au ’ u 
„sa(ul)+en(uDdn(ul) = f(l+Vksn(u 
(1+YK)’ | | 


1—yk\’ Im / rt 
1-( sn (ul) = f(l—Vksn(u)) 
1 + } k 


5* 


29 
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und erhält die Gleichungen 


|- diyk -C er sn(u D]|sn(u D+en(ul)dn(WN+1 = 2f, 





(I-+Yk) 14 Yh 
3 - Her > Er ] /% 
+ sn(uD|sn(WN)+en(wWlM)dn(wl 1 = 2fVksn(u), 
anne rin) m@o|onw ten Dann = 2fVken(u) 
aus welchen die Gleichung folgt: 
4iyk ” 1—yk\? r 
- sn (u I) — pi sn’ (ul) —cn(u'l)dn(u'!) 
(39.) Yksn(u) = Ki: [Di en na) ni ii 
\ 4iyk Tr 1—Yk 2 5 
——— sn(W + +[1-( | =) sn’(u)-+en(ul)dn(u'! 
(1+yk)' f 1+yk : 








2 /E\2 
E r ’ , i 1—y%k 
Vertauscht man in dieser Gleichung « mit d + h) -üwi und & mit ( ), 
YA 
so erhält man die Gleichung 


17% (1+ykK? , (1—Yk\’ 

er n| DB sn; (1) 
i1—h)sn(u)— |1—ksn’(u)—en(u)dn(u)] 
i(1—k)sn(u)+[1—ksn’(u)+en(u)dn(u)] 

(40.) 145 (1—k: ee dn(u)) 

MR (1—ksn’ (u)+en(u)dn(u)) 

(1—k)sn(u) 
1 ksn’(u)—en (u)dn (u) 
Kassen (A—h)sn (u) | 


l 





Multiplieirt man auf beiden Seiten dieser Gleiehung mit (- He), so erhält 
—y P 

man dıe Hermitesche Formel (3.), d.h. den Werth w.. Wie man aus die- 
sem den Werth =, findet, ist oben gezeigt worden. 

Geht man von der vierten Transformation Abels aus und verfährt 
ganz wie früher, so erhält man die Gleichung 
4iyk 1+yYk 
are 3 FE) sn (u “oje Dkle Dan(u' l)—1 
(41.) Yksn(u) = ( Se: ER. — —. 


k 'k 
Bra PD an ur] sn(w )) sn(u I) +en(ul)dn(ul)+1 








> 2 L\2 
Vertauscht man in dieser Gleichung « mit - = i 1D, ai und k mit (tt) ’ 


ET ERTTe 





ae nee ae a N a nn 
X 


RN 
wa 





R 
3 
E 
Er 
2 
2 
En 
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so erhält man 


Er YE) sn FR 2. (+ 
1 —yk- 1 ee; 





a td, N (1—ksn’(u)— en(u)dn(u)) 
(42.) i 4 5 sn(u) (1 —ksn’(u) +cen(u)dn(u)) 
l ,. 1—ksn’(u)— cen(u) dn(u) 
Pe Ah (1—k)sn (u) 
Tl „r 1—ksn’(u)+ en(u)dn (u) 
k (1—k)sn(u) 


Um nun entscheiden zu können, welcher der vier Werthe der vorliegenden 
Funetion durch (42.) dargestellt wird, bemerke man Folgendes. Die lineare 
Transformationsformel 


sn (ku, Fa = ksn(u) 


P} > “ . (1— k)‘ Yk . 
ergiebt, wenn man in ihr # mit - N. “wi und k mit ( .) vertauscht, 
_ — 4 N 


die Gleichung 
(43.) en HD? (ee) - (A ( I+yk \]. 
3 1+yk) - 1—yk- 2 5 -Yk- 

mittelst welcher man die Werthe », und »w, der links stehenden Function 
aus den entsprechenden Werthen der rechts stehenden Function und um- 
gekehrt ableiten kann. Die so gefundenen Werthe, welche mit den in $ 1 
angegebenen übereinstimmen, sind aber, wie man sich leicht überzeugt, von 
dem in (42.) verschieden; es muss also dieser w, oder w, sein. 

Man findet für die Functionen 

/ 1.\2 .\2 ) 2 

(A.) En ui, ee] und | SIT ui, Bee 


resp. die Formeln 


l ,. 1—ksn’(u)— en(u)dn(u) 
a —-1 
( 1—} -.) ko A- -k)sn(u) 
ww; = 2 vu \ 
1+Yyk . 1—ksn’(u)+ en(u)dn(u) 


Br A-k)sn(u) 


l 

44 
(44.) l .1—ksn’(u)+en(u)dn(u) 

k 

1 


Br (1—k)sn(u) 
. 1— ksn’ (u) — en(u)dn(u) 


- —| 


( ie) 

0; un > 

I+ryk el 
B 7 (1—k)sn(u) 
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BT. Hi 1—ksn’(u)—en(u)dn(u) 
az (u Be u. 
" 1—yk/ 1 e 1—ksn’(n)+en(u)dn(u) 
k (1—k)sn(u) 
ll ; I—hksn’(u) +en(u)dn(u) 
N Br k (1—h)sn(u) 


: Hi 1—ksn’(u)—en(u)dn(u) 





(1—k)sn(u) 
Die Werthe w,, w, der Functionen 

8) [II SEEN] u ER „ (A) 

a 1—ıyk - l1+ıyk 

lassen sich auf diesem Wege nur dadurch ableiten, dass man in den ent- 
sprechenden Werthen der obigen Funetionen k mit —k vertauscht. Dass 
w, und w, auf diese Weise nicht erhalten werden können, sieht man, wenn 
man von der fünften Transformation Adels ausgeht und das obige Ver- 
fahren anwendet. Es ergiebt sich darum die Gleichung 


.[ 1-ıyk +iyk) . —iyk \° 
i( I n| L di 4 u, % - )] 
l-riyh u 1+iyk 


_ a+ym 


lH) in > 
u sn(u)+(1—ksn’(u)+en(n)dn(u)) 


sn (u)—(1—ksn’(u) —en(u)dn(u)) 





(1+Yk)’ 
die, wenn man auf beiden Seiten mit -i| Y ) multiplieirt, in die fol- 
—tı KR 
sende übergeht 
2 ‚. 1—-ksn’(u)—en(u)dn(u) 
=— +4 : 
(UN ( l+?yk ) (A+Yk) = ER (1+K)sn(u) - Bei a+iM 
a Bi 1—iyk. 2 1—ksn’(u)+en(u)dn(u) “ .1—-iyk/ ai+N 
(1--yYk)? (1+k)sn(u) 
Aus dieser Formel folgt nun auch, da 
ww, = HER) 
2. 1—ıyJ%k 
ist, 
2i 4 1—ksn’(u)+en(u)dn(u) 
(48 i a 1+Yk)? (1-+k)sn (u) 7 en) ai+N 
a A 1—iyk 2 . 1-ksn’(u)—en(u)dn(u) ie ,/ a+iM 


e 1) 
A+yYN: (1+k)sn(u) 


ER % VRR DENE TUR] VRR BI RIEF ARSTER N BO S 2 SA e Be a Re? Ära hs 
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Die sechste Transformation Abels führt endlich auf die Werthe w;,, w, der 





Function 

1—iyk)? . I+iyk \? 
A, (Ar) 

| -  1—iyk 

5 und man erhält 

: ( 1—iyk —a+iM 
ww; = = 9 

1++iyk / —ia+N 

(49.) | 

ER ( | —ai+N 

BE IE 14+iyk / —a+iM ; 


Bemerkt man, dass die Funetionen (A.) die Eigenschaft haben, dass aus 
den vier Werthen einer derselben die entsprechenden Werthe der anderen 
bloss durch Vertauschung des Wurzelzeichens erhalten werden, so erkennt 
man aus den Formeln (47.), (48.), (49.), dass die Funectionen (B.) diese 
Eigenschaft nur für w, und «w,, nicht aber für w, und w, besitzen. Dieser 
Unterschied in dem Verhalten der Funetionen kann in folgender Weise 
schärfer gekennzeichnet werden. Die erwähnte Eigenschaft der Functionen (A.) 
ist in der Formel (43.) begründet; nun besteht zwar auch für die Fune- 
tionen (B.) die Gleichung 





| ö (A-+iyk)®? . (1-iyh\: 1-tiyk\? 1—iyk)? . (1-+iyk\? 
! (50.) sn| a — ui, | N | = | d. \sn|- Mi Zi, | i ‚|, 
1 - 1-+ıyk- \l—ıyk- - l—iyk 

: allein wir müssen infolge der Formeln (47.)—(49.) schliessen, dass diese 
a Gleichung nur für w, und w,, nicht aber für wo, und w, ihre Gültigkeit 
“ besitze. 

4 $5. 


Fragen wir nun, zu welcher allgemeinen Klasse von Functionen die 
| Hermiteschen gehören, so giebt uns ein T’heorem Jacobis (Fundamenta 
; nova $ 24) darüber Aufschluss. Nach diesem T'heoreme ist diese Klasse 
E von Funectionen durch die besondere Beschaffenheit ihres 'T'ransformations- 
grades charakterisirt. Dieses Theorem lautet mutatis mutandis folgender- 
massen: 

Wenn die Transformationszahl » ein vollständiges Quadrat = m’ ist, 
so hat die Modulargleichung eine Wurzel 4 = k. 

Ist die Transformationszahl = m‘.v, wo eo irgend eine reelle positive 
Zahl ist, so hat die Modulargleichung alle Wurzeln mit der zur Zahl e 
gehörenden Modulargleichung gemeinschaftlich. 
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Die Anzahl der Substitutionen schliesst auch die Substitutionen ein, 
welche aus Transformationen und Multiplicationen zusammengesetzt sind 
(et substitutiones amplectitur ex transformatione et multiplicatione mixtas). 


Dieses T'heorem folgt leicht aus der Betrachtung der Differential- 
gleichungen 





dy u dz | 
RR Ya-y)a—iy)  Mya—yd—kzr) 
(51.) 
ds a Z mdx 
YA—2z’)(1— k’z’) Ya—a2?’)(1—k?’x?) 


Die Transformationsformel hat also, wenn der T'rransformationsgrad die Form 
2°,» hat, die Form 


(92.) sn . 1) — F(sn(2u), en(2u), dn(2u)). 


Es bestehen daher die Gleichungen 


1-cn ( mi ö .) 


1+dn( u ; ;) 


I+en( . .) 
a [p,(sn (u), en(u), dn(u))), 
I—dn( 1, 1) 


— [yı(sn(u), en(u), dn(u))]|, 





etc. 








EEE RENTE HR INUN SON R PIERRE U NRET MORD ae 2ı © 2 AN DENN n nn 


i 
m 
= 

| 

“ 
a 











ÖF a 


ia 3 Seleting ar Bahn inne Sa nn 





DR 193 


Pe 771 


SEE NER TR CD ER FRRBEE RER ORN N 


wre 





RER EEE ET ER 





Ueber eine Anwendung der Biemannschen Formel 
für die Anzahl der Primzahlen unter einer 
gegebenen Grenze. 

(Von Herrn H. v. Mangoldt in Aachen.) 


I» kürzlich erschienenen Abhandlungen haben die Herren Hadamard*) 
und Ch.-J. de la Vallee-Poussin**) unabhängig von einander zum ersten Male 
einwandfreie Beweise für zwei wichtige Sätze erbracht, die von anderen Autoren 
zwar schon mehrfach ausgesprochen, aber bisher noch nie bewiesen waren. 

Der erste dieser Sätze besagt, dass die von Riemann”*”) mit {(s) be- 
zeichnete Funetion keine Nullstelle hat, deren reeller Theil gleieh I wäre, 
und der zweite, dass der (Quotient, welchen man erhält, wenn man die 
Summe der natürlichen Logarithmen aller unter einer gewissen (Grenze £ 
liegenden Primzahlen durch z selbst dividirt, bei unbegrenzt wachsendem x 
dem Grenzwerth 1 zustrebt. 

Diese Ergebnisse gestatten, aus der bekannten Aiemannschen Formel 
für die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze noch ein 
zweites ebenfalls schon lange vermuthetes asymptotisches Gesetz der Zahlen- 
theorie abzuleiten, welches durch folgenden Satz seinen Ausdruck findet: 

Die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen Grenze z wird für 


grosse Werthe von x durch den Ausdruck 


BE 2 Z’UE, = dyı 
Li(z) = lim 
4 "wapet / Iy | / Iy \ 
) 1. Sur les zeros de la fonction £(s) de Riemann, Comptes rendus, 122, 1896 
p. 1470— 1413. 
2. Sur la distribution de zeros de la fonction £(s) et ses consequ 


metiques, Bulletin de la societe mathematique de France, Tome 24, 1806. 

**) Recherches analytiques sur la theorie des nombres premiers, premi& 
Annales de-la Societe scientifique de Bruxelles, t. XX, 2° partie, 18096 

**), Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse, Monatsber. deı 
Berl. Ak. Nov. 1859; Ges. math. Werke, 1. Aufl. 1876, S.136— 144: 2. Aufl. 1892, S.145— 153. 


Journal für Mathematik Bd. UXIX. Heft 1. I 
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näherungsweise dargestellt, „und zwar soweit genau, dass der Bruch, welchen 
man erhält, wenn man den Fehler durch die darzustellende Anzahl selbst 
dividirt, bei unbegrenzt wachsendem x zuletzt unendlich klein wird.“ 

Die Vermuthung, dass die Anzahl aller Primzahlen unter einer ge- 
gebenen Grenze x nahe durch die Function Zi(x) ausgedrückt werde, ist schon 
im ‚Jahre 1838 von Dirichlet”) und 1849 von Gauss ausgesprochen worden **). 
Sodann hat Tehebychev Grenzen angegeben, zwischen denen jene Anzahl sicher 
enthalten bleibt***). Aber das Intervall zwischen diesen Grenzen hatte sich 
bisher nicht weiter verkleinern lassen, als bis auf etwa ein Zehntel der 
unteren Grenze selbstf), so dass man von der Function Li(z), welche — 
jedenfalls sobald z eine gewisse Constante überschritten hat — zwischen 
jenen Grenzen enthalten bleibt, zwar behaupten konnte, dass sie die Anzahl 
der Primzahlen näherungsweise darstelle, aber Fehler bis zu rund 10 pCt. 
noch nicht auszuschliessen vermochte. Auch Riemanns Arbeit hatte hieran, 
wegen der Schwierigkeiten, die noch zu überwinden blieben, bisher nichts 
seändert. Im Gegensatz hierzu besagt nun der obige Satz, dass die Genauig- 
keit, mit welcher die Funetion Zi(x) die Anzahl der dem Intervall (2...x) 
angehörenden Primzahlen darstellt, thatsächlich grösser ist, als man bisher 
nachweisen konnte, indem der Fehler, in Procenten jener Anzahl aus- 
gedrückt, bei unbegrenzt wachsendem x zuletzt unendlich klein wird. 

Beim Beweise dieser Behauptung bediene ich mich der gleichen Be- 
zeichnungen wie in einer früheren Arbeitff) und weise auf die aus dieser 
zu entnehmenden Sätze und Formeln durch Angabe der betreffenden Seiten- 
zahlen oder Nummern hin. 

Wie ich auf Seite 294 hervorgehoben habe, lassen sich alle in 
meiner früheren Arbeit vorkommenden ungleichmässig convergenten unend- 


*) Vol. @. Lejeune Dirichlet’s Werke, herausgegeben von L. Kronecker, Bd. 1 
zweite Fussnote zu 8. 372. 
**) Brief an Enke, Werke Bd. II, S. 444 — 447. 
***) Memoire sur les nombres premiers, Journal de math. T. 17, 1852, p. 389. 
7) Auch die von Sylvester in seiner Abhandlung „On Tehebycheff’s theorem of the 
totality of the prime numbers comprised within given limits“, American Journal of 
mathematics, Vol. IV, 1881, S. 230—247, angestellten Betrachtungen haben nicht wesent- 


lich weiter geführt. 


17) Zu Riemanns Abhandlung „Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge- 
gebenen Grösse“, dieses Journal, Bd. 114, 1595, Seite 255 — 305. 
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lichen Reihen aus einer einzigen derartigen Reihe, nämlich 

x» sin(a,I!x) 

u‘ &, 
durch Multiplication mit stetigen Funetionen von z und Addition gleich- 
mässig convergenter Reihen ableiten. Fir den absoluten Werth dieser be- 
sonderen Reihe kann man aber mit Hülfe der von den Herren Hadamard 
und de la Vallee Poussin erhaltenen Ergebnisse eine obere Grenze ge- 
winnen. Giebt man nämlich der Gleichung (58.) S. 294 die Form 

A(z, 0) = 2—K2n)—1(1-- )-at 39 reale, ie) 


2a, (1+a;) 


v—] zZ v, 


= sınla,i®‘ 
BE, r: %y' in uni. 4 
ar a, 


so erhält man durch Division mit 2r und Umstellung der Glieder 


, 5 sin(a,le) 1 (1 A(z, 0)‘ I(2r) | ‚(1 I \ 
T pe A Fr 27 . )- )r» :r: { » \ \ PF 
v1 Ü, Z I za +44 2°» 
ı.-ı 2, 2a,cos(e, Ir)—sin(«e,Ir 
7 I un > 1 
. yon! 20,\770,) 


und hieraus durch ähnliche Betrachtungen, wie sie Herr de la Vallee Poussin 
auf Seite 61 seiner oben erwähnten Arbeit durchgeführt hat, 
\ ı 2 sin(e, Ir) ) 


(A.) lim |” 3 = 0. 
Rn v—l a, 


Nachdem dies festgestellt, gelangt man zum Beweise des ausgesprochenen 
Satzes einfach dadurch, dass man die rechte Seite der mit Riemanns End- 
ergebniss übereinstimmenden Gleichung (64.) in ihren gleiehmässig und ihren 
ungleichmässig econvergenten Bestandtheil zerspaltet und bei der Abschätzung 
des letzteren von der Formel (A.) Gebrauch macht. Im Einzelnen ver- 
läuft diese Rechnung folgendermassen: Aus (64.) folgt durch leichte Um- 
formungen 


»L T. 
\ . \ 1 dı i T. , OT . 
f(z, 0) = Li(z)+ / De n —12+2 3 cos(a,le) / — do 
e ur yıy vi Tg 0 ru, 
x , 
» sin(a,lx fe 02" 
-—2 5 u au / (x _ ‚do, 
= 0% . 0’+a; / 
2 
oder 
er dy ih u." 
f(z, 0) = Li(z)+ / ‚a: wer —I2+22 ‚cos(e,lx) / z ‚ do 
’ rd v1 ’ 04% 
sin(«, Ir) £- 0’? do! _2 2 x, sin(a,lz) 
% \ ns -— 


&, . 0°+a; lx v—1 a, 


1 
2 
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und hieraus, da 


A 2 0° 
+ 0  a;lo’+a})’ 
EN Eee 0 
0’+0@; or  0a;(0’+.;) 
und 
pi ) zd — 1 Eu 4- ai 
2% ‘ ige 2 Ix (ix)? ’ 
fi "c”’do = u . er 
SEEN TE NT 
ist, 
d & 
x, 0) = Li(@@)+ 2.18 i 
[= Lit | 
Bi 23 | Ei. x u l«) l - » sin(a,lx) 
BR Ile | 1 lc )3 ul: -(3- ia Y2 a; 
( .) +28 an zieh 
a, 
_9 x jeos(e,ir) /* ge: A Fr iBami: 
22 A H, o’+a Ber ar J o’+a, de, 





Nun ist aber, wenn F(x) die gleiche Bedeutung hat, wie in Rie- 
manns Abhandlung, d.h. im allgemeinen der Anzahl aller nicht ausserhalb 
des Intervalls (2...x) liegenden Primzahlen gleichkommt, falls aber x selbst 
eine Primzahl ist, um 4 kleiner ist, zunächst 





f(z, 0) 2. F(@)+4 Fa) +1 F(ar)+-, 
folglich 
fat, 0) = Fad)+ 4 Flal) 4 HF@ad)+--, 
also f 
fa, Wfl, 0) = Fla)—L Fa) +4 Fa) FE) +, ; 
folglich ‘ 
f(x, )-f(a}, 0) < Fe), ; 
oder : 
f(@, D-F(@) < fe}, 0) < | 
oder 
wo 


0<9<L1 
ist. 


Ferner ergiebt si 
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ch, wenn man bedenkt, dass die erste Coordinate 


von «a, grösser als 12, die zweite dagegen, falls sie überhaupt von Null 








verschieden, < 4 ist, 
0‘ a 
o°+0; f 
also 
Sn > TS. N f 
u 8% f . 
/ de < S jelatde = — / oatdo+ / oxtdg, 
“ 0°+0, 4 . 
oder 
E: 0° ui 2 l =° a 1 x: 
| - = — T 
. o’+a,; (Ix)" 2 iz (Ix)‘ 2 Iz 
sobald x > 4 ist, und 
” ot r x? 
/ =—de| < / o x ?do 
. 0’+.0; Ix 


sobald /z > 2, d.h. = > e? ist. 


Endlich ist, ebenfalls unter der Voraussetzung, dass x 


.e’ sel, 
Mi 1 a F dy Tr 1 
1 yly 2/ (y-Dy(y+1) A Se " 


\ 


y5 e' nimmt und durch 


... solche reelle oder imaginäre Zahlen be- 


Man erhält daher aus Gleichung (B 
F, F, F, F, 6, 6, + 6, 6), 
zeichnet, von denen nichts weiter bekannt zu sein braucht, als dass ihre 
absoluten Werthe kleiner als 1 sind, 


wenn man z —> 


F 
y or ( ı | » 
F(z)-Li(z) = —Ir°+ pp — 2 
T: vw % cos(«, x) l > sin(a, Ix) ; 1 sin(@, x) ! 
(C.) nr Da Ca 2 —4J, Z \ +2 >: ( 
Ix v1 10 20 v—1 y—1 a, 
23 = | 0,cos(e,!x) 6,sin(a,tr) | 
su Ir BP: | 9 2 TE % 
I v 1 Ü, zo, 





Nun ist aber, wie aus den von Tehebychev gewonnenen Ergebnissen leicht 
abgeleitet werden kann, für jedes oberhalb einer gewissen Grenze liegende «x 
| 


2 


TI 


> _ 


F (x) 
N“ Ix 


folglich 
F(xz)—Li(r) 


5 ne 
Fe) mn IF(r)—Li(e)| 
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und unter Berücksichtigung der Gleichung (C.): 





F(x)—Li(x) 22 8 212 1x ‚ 2, sin(a,!x) 
en ’ | m mp2 P FEED ir 
Fa) ar ur Dr ne 
2 | zrscos(e,lx o 3| esin(a,!x 
+42 | +3 2| : Al, 
v=1 v v=l| v 


woraus unter Benutzung der Gleichung (A.) und der Ergebnisse der Herren 
Hadamard und de la Vallee Poussin sofort 


F(x)—Li(z) 


lim F@) 


x=7 


folgt, was zu beweisen war”). 


*) Auf anderem Wege ist Herr de la Vallee Poussin schon früher zu dem gleichen 
Ergebniss gelangt. Nachdem ich ihm die vorstehenden Entwickelungen brieflich mit- 
oetheilt hatte, schrieb er mir: 

„... 11 y a deja longtemps que j’ai remarque que l’on peut ecrire, en designant 
par & une quantite qui tend vers zero pour & infini, 


 _ 
(1.) F(x) = (+8); ’ 
Mn 
car ce theoreme est une consequence immediate de la relation 
(2.) Sp = (l+ea. 
2<_% 


On conelut de (2.) que l’on peut aussi ecrire 
(3.) Ep = (lee, 
la somme s’etendant aux valeurs de p: 
x 


ed 8 
. l ’ 





ä x 
qui sont en nombre Fla)—F(, ): Or, pour ces valeurs de p, on a 
Mn 


Ip = lz— Olli. (<< 9-«- 1) 


et lFequation (3.) peut se mettre sous la forme 


(edle). | Far )| = (1498, 


2‘ x ‘ 

(: .) F T _F{ zu ey ° 2 

4.) (2) (2) a er = i 

Cette formule (4.) revient a la formule (1.).“* ; 
Dies Ergebniss stimmt aber mit dem des Textes überein. Denn für grosse 


Werthe von x sind die Werthe der Ausdrücke ; und Li(x) nur um Grössen niedrigerer 
L 








Bit 
a 
2 
R\ 
E2 
I 
x 
8 
br 
RK: 
E 
2 
2 
ER; 
Bi 
= 
! 
B 
S 
® 
Br 
ER 
Pr«- 
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Durch ähnliche Ueberlegungen wie im Vorangehenden lassen sich 
auch bei mehreren der von Herrn Mertens angegebenen asymptotischen Ge- 
setze*) die Fehler enger begrenzen, als es bisher möglich war. Beispiels- 
weise ist nach Herrn Mertens**), wenn g alle Primzahlen von 2 bis zu 


einer gewissen Grenze @ durchläuft, 


5 = UG+E—H+J, 


wo E und H Constante bedeuten und 
Ä \ 2 
Id < FF 
1 (G+1) " GIG 
ist, während unter Heranziehung der neu gewonnenen Hülfsmittel gezeigt 
werden kann, dass 
lim JG +H1)| = 0, 
also nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven Constanten 
e für alle @ oberhalb einer gewissen Grenze 
Id| < e 
Bits (G- 1) 
sein muss. 


Ordnung von einander verschieden, wie man mit Hülfe der Zerlegung 
X 


= dy 
Li(e) = Bloc] Ze - 


(LE) 


leicht nachweisen kann. 

Während der Beweis des Herrn de la Vallee Poussin sich durch grössere Kürze 
auszeichnet, dürften die Betrachtungen des Textes bei etwaigen Versuchen zur Bestim- 
F(x)—Li(r 


F(x) 


mung der Ordnung, von welcher der Quotient unendlich klein wird, viel- 
leicht den Vorzug verdienen. 
*) Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, dieses Journal Bd. 77, 


.259— 338; Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, ebenda Bd. 78, S. 46—62. 
**) a.a.0. Bd. 78, S. 52, Formel (13.). 











Ueber die neun Schnittpunkte zweier ebenen Curven 
dritter Ordnung. 


(Von Herrn F. Schottky in Marburg.) 


Es giebt einige Gruppen von Punkten, deren Betrachtung für die 
Geometrie der Ebene oder des Raumes, aber auch für das Verständniss der 
zwischen den Thetafunetionen bestehenden Relationen von Wichtigkeit ist. 
Eine solehe Gruppe bilden die Durchschnittspunkte zweier ebenen Öurven 
dritter Ordnung, eine andere die acht Schnittpunkte zweier Flächen zweiten 
(srades. Von nieht geringerem Interesse sind vielleicht die Lagenbeziehungen 
zwischen den zehn Doppelpunkten, die eine ebene Curve sechsten Grades 
haben kann, sowie die zwischen den zehn Knotenpunkten einer Fläche 
vierten Grades. Eine Fläche vierten Grades kann zwar sechzehn Doppel- 
punkte besitzen; aber doch nur zehn, wenn sieben davon eine von ein- 
ander unabhängige Lage haben. — Analytisch erscheint mir in allen vier 
Fällen als wesentlich die Aufstellung der multiplicativen Beziehungen, 
die zwischen bestimmten, aus den Coordinaten der einzelnen Punkte ge- 
bildeten Determinanten-Ausdrücken bestehen. 

Für das erstgenannte Problem, auf das ich mich hier beschränke, 
kommen drei solehe Determinanten in Betracht: nämlich die lineare f,;,, 
deren Verschwinden ausdrückt, dass die drei Punkte «, , y in gerader 
Linie liegen; ferner die quadratische g,;,, welche Null wird, wenn die 
sechs von «@, 7, y verschiedenen Punkte auf einem Kegelschnitt liegen; 
endlich die kubische A,;, welche, gleich 0 gesetzt, die Bedingung darstellt, 
dass eine Curve dritten Grades existirt, die durch alle acht von P ver- 
schiedenen Punkte hindurchgeht, in @ aber einen Doppelpunkt besitzt. 

61. 
Ks seien 
H'(z, y, 3 =0, H(z, y, s)=0 
die Gleichungen zweier ebenen Curven dritten Grades, die sich in neun 




















Schottky, über die neun Schnittpunkte zweier ebenen Curven dritter Ordnung. 73 


Punkten sehneiden. Die Coordinaten dieser neun Punkte seien: 
weise er er, 


Denken wir uns eine Funetion dritten Grades mit unbestimmten Coeffieienten: 
H(x, y, 2). Wenn wir die neun Bedingungen stellen: 


H(a,, b 
so sind dies neun lineare homogene Gleichungen zwischen den Coefficienten 


von H. Sollen diesen zwei verschiedene Functionen H’ und H" genügen, 
so muss eine der neun Gleichungen eine Folge der übrigen sein. Mit an- 


re 
du, 6) =N, (a=1,2,...,9) 


deren Worten, es muss eine lineare Gleichung mit eonstanten Coeffiecienten 
bestehen 
Q 
(1.) = 1,H(a,, Due) e N, 
der jede kubische Function H(x, y, 3) genügt, wie auch ihre Coefficienten 
gewählt sein mögen. 
Wir führen ein: 


os dc, 
(2.) ee 


u 5 


wo o, 5, y irgend drei der Zahlen 1, 2,...,9 sind. — Ferner stellen wir 
die Determinante auf: 


Faur nen; Inerlune 

frulies  hror lin 
wo %, A, u, v, o, o die sechs von «, , y verschiedenen Zahlen der Reihe 
1, 2, ..., 9 bedeuten. Es ist dies diejenige ganze Funetion der Coordinaten, 
welche verschwindet, wenn die entsprechenden sechs Punkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. An sich ist sie alternirend in Bezug auf die sechs 
Indices %, 4, ..., o. Wir behaften sie aber mit dem Vorzeichen & der 
Permutation @dyzAuvoo, welches +1 ist oder —1, je nachdem diese 
veihe aus der Reihe 1, 2,..., 9 durch eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Vertauschungen hervorgeht. Wir können sie dann mit g,;. bezeichnen: 
Furl eo  Iner Kane 
3 fauelige Far lan 


wo sich g,;, ebenso wie f,;, verhält. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 


— €0, Ja 
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Nennen wir F(x,y,z) diejenige lineare Function von (z, y, 2), die | 
aus f,,, entspringt, indem man a,, b,. c, durch die Veränderlichen z, y, z E 
ersetzt, und ebenso G(z, y, z) diejenige quadratische, die aus der Deter- : 
minante &g,;, hervorgeht, wenn a,, b,, c, durch «, y, z ersetzt werden, so 
ist F.@=H eine kubische Function von x, y, 2, und es sind «, z die 
beiden einzigen der neun Punkte, in denen H nicht verschwindet. Die 
Gleichung (1.) redueirt sich daher auf 


l,F(a,. B. C )G@G(a,, u, c,)+1,F(a,, b,, c,‚G@(a,, b,; c,) > v, 


1: aJ 





oder: 

I, fasrE Gert lafzar gas; = 9 
wo & das Vorzeichen der Permutation «&$#yz4uvgoo bedeutet, ® dagegen 4 
das von zPyakuvrgo. Da nun die eine aus der anderen entspringt durch : 








Vertauschung zweier Elemente, so ist © =-—e und demnach: 
__. Jaßr a IxAr | 
l.lzl,fap, I.lal,fzr 


Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck auf der linken Seite vollständig 
unabhängig ist von der Vertauschung der Indices. Wir bezeichnen den 
gemeinsamen Werth aller dieser Quotienten mit und erhalten so: 


(4.) VEER _ pll;l,fıs;: 


8 2. 
Vermöge der letzten Formel transformiren wir die Gleichung (3.) 
im vorigen Paragraphen. Wir drücken in der oberen Reihe der Determinante 
jedes f durch das entsprechende g aus, und umgekehrt das g auf der rechten 
Seite durch das entsprechende f. Auf diese Weise entsteht: 





Izuv Ixvo Ixov Gxuo 
fi fie0 fra» fa.0 | 
wo p das Produet aller Factoren /, b, .... 4, bedeutet. — Wir setzen jetzt: 


2 ; I. 
(d.) g da hr: 


Pi 


'l, 
= 7 -Pefeprs 
l, | 


Als Function der Coordinaten ist alsdann Ah,. gegeben durch folgende 
Gleichung: 


’£ IzuvGxoo Ixor Ixuo 
/ \ s Be. 
(6.) = E 


u; 
Fnilige Fa Fa Ra 





# 
: 
2. 
= 
3 
& 
8 
i. 
5 








aa 





Schottky, über die neun Schnittpunkte zweier ebenen Curven dritter Ordnung. 75 


In diesem Ausdrucke von A,, kommen alle Punkte vor. mit Ausnahme des 
Punktes #, und da die übrigen Punkte als unabhängig von einander an- 
gesehen werden können, so dürfen wir zunächst schliessen, dass die Deter- 
minante auf der linken Seite durch f,;, theilbar ist. %,, ist dann in Bezug 
auf den Punkt 4 von der sechsten, in Bezug auf die von z, A verschiedenen 
Punkte von der dritten Ordnung. Greifen wir irgend einen dieser sieben 
Punkte heraus, etwa u; so wird A,,=0 von der zweiten Ordnung, wenn 
man «- mit A, von der ersten aber, wenn man « mit v, 0, o oder «, P, y 
zusammenfallen lässt. Demnach ist A,, der unzerlegbare Ausdruck, welcher 
verschwindet, wenn eine Curve dritten Grades existirt, die den Punkt 4 
zum Doppelpunkt hat und die ausserdem durch alle von z, 4 verschiedenen 
Punkte der Reihe 1, 2, ..., 9 hindurchgeht. 

Die anfangs erwähnten multiplicativen Beziehungen zwischen den 
Grössen f, 9, h sind enthalten in den Formeln: 





Jasr au Yf ll;l, fü I7 3 
(7.) p’ p = h, MY: 
pP Fig l, I; l; 


aus denen sich die / leicht eliminiren lassen. Wir wollen sie benutzen, um 
die Coordinaten eines der neun Punkte, etwa z, durch die der acht übrigen 
auszudrücken. 


Der Ausdruck von A,, enthält den Punkt z nicht. Dasselbe gilt 
von dem Product 


(8.) o, = II(h,.) 


erstreckt über alle von # verschiedenen Indices «. Aus (7.) folgt aber: 


o,= p"Lp. 


z 


Folglich kann man setzen: 


3 


Yo, un p“ Ep’ Yp - 


Ferner ist: 


Gasx .. p I, I; l, F ix» 
I, 
Br. 2 y’ E P; 


3 I 


h;, = f 1. P: 
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daher: 
(9 ) aß ha,Mz, ii fase_ 


3 
Yw, AT, 

Hier kommt auf der linken Seite der Punkt gar nicht vor, denn auch 

9.5, enthält nur die von «, ß, # verschiedenen Punkte. Rechts dagegen 

steht eine lineare Function von a,, b,, c,. Da es nur darauf ankommt, 

die Verhältnisse von a,, b,, ec, zu bestimmen, so kann man den Factor 


Bin 
Yo, 
3_ 
pYp 
mit den Coordinaten des Punktes < verbinden, oder, was dasselbe ist, man 
kann ihn gleich 1 setzen. So entsteht: 


a, be, 
(10.) A, b, C, .- Gagu lt O., ‚h; & 
a; b; ce; 


Hiernach ist es leicht, a,, b,, ce, darzustellen als Functionen der 
Coordinaten der übrigen Punkte; und zwar sind es in Bezug auf irgend ein 
Werthsystem a,, b,, ec, ganze Funetionen achten Grades, die in den sieben 
übrigen Punkten von der dritten Ordnung verschwinden. 

Eine andere Darstellung von «a,, b,, ce, ergiebt sich noch einfacher. 


Fiir eine beliebige kubische Function H(z, y z) ist: 


H’a,, b;; c,) === e : _ H(a,, b.; c)) 
a x 
Wenn wir, wie vorhin 
urn 
Yw, 
} 3_ 122 1 
g Yp 
annehmen, so ist nach (5.): 
SE." 
® SE Ras 


Man hat daher das Gleichungssystem: 


3 
re ri, Ei), 
R a - 


—w,2 = ( je ), e etc., 


durch welches ebenfalls die Verhältnisse von a,, b,, c, rational bestimmt 
werden. 


(11.) 
a,b, 


| 





re EEECHT IE 


re a RER RER 





RER 


TEEN 


5 
u 
# 














ET EEE IE WETTER 
a aan. 





ee j j che Bu ET TEN > 
NETTE ET re en En N. aan: PR 
a ee as ag} RR De 
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$ 3. 


Mit der hier behandelten Aufgabe hängt eine andere nahe zusammen: 
Wenn in einer Ebene sieben Punkte und eine gerade Linie gegeben sind, 
diejenigen beiden Punkte der Geraden zu bestimmen, welche die sieben 
gegebenen zu einem vollen Schnittpunktsystem zweier Curven dritter Ord- 
nung ergänzen. — Man könnte die Lösung auf das Gleichungssystem (7.) 
basiren. Statt dessen schlagen wir folgenden Weg ein. 

Wir denken uns drei kubische Functionen X, Y, Z der unabhängigen 
Veränderlichen z, y, z gebildet, die in den sieben Punkten verschwinden 
und die Gleichung 

(12.) Act+Yy+Zz = 0 

identisch befriedigen. Dass drei solche Funetionen existiren, ist bekannt 
und leicht zu sehen. Nimmt man von X, Y, Z zunächst nur an, dass sie 
in den Punkten 1 bis 7 verschwinden, so muss jedenfalls zwischen x, y, 3 
und X, Y, Z eine bilineare Gleichung bestehen; denn eine bilineare Form 
enthält neun Coefficienten, während nur acht linear unabhängige Functionen 
vierten Grades existiren, die in sieben gegebenen Punkten verschwinden. 
Diese identische Gleichung kann, indem man X, Y, Z speeialisirt, in die 
obige Form (12.) gebracht werden. 

Die drei Functionen X, Y, Z, die rational in x, y, 3 und den Coor- 
dinaten der sieben Punkte sind, haben eine einfache geometrische Bedeutung. 
Zu jedem Punkte (x, y, 3) gehört ein bestimmter conjugirter Punkt (x, y, 3). 
der die Reihe 

(G, 5, 6) (au du 9) u (a 65 ©), (8, 9, 3) 
zu einem vollen Schnittpunktsystem ergänzt. Wenn man alsdann eine Fune- 
tion dritten Grades von (5, n, &) bildet, die in den acht Punkten verschwindet. 
so muss sie auch in dem, neunten gleich Null sein. Eine solche Function 


ist aber, der angenommenen Identität (12.) zufolge: 
zA(S, n, S)+yYl, n, D+2Z65, n, d; 


daher muss diese Function auch im Punkte x, y, z verschwinden, und 
ebenso muss 


zÄ+yY+z3Z = 0 


sein. Demnach sind X, Y, Z die Coefficienten derjenigen geraden Linie, 
die den Punkt x, y, 3 mit seinem conjugirten verbindet. 
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Diese Linie existirt auch, wenn der Punkt z, y, z mit seinem con- 
Jugirten zusammenfällt; sie ist dann zu definiren als Verbindungslinie zweier 
dem Punkte x, y, z unendlich naher conjugirter Punkte. Soll ein solches 
Zusammentreffen eintreten, so müssen die Determinanten fo, fo» etc. sämmt- 
lich verschwinden. Dies findet statt, der Gleichung (9.) in $ 2 zufolge, 
wenn der achte Punkt (z, y, 3) der Bedingung A, =0 genügt, d. h., wenn 
eine Curve dritten Grades existirt, die durch 1, 2, ..., 7 hindurchgeht und 
in (x, 9, 3) einen Doppelpunkt hat. Es ist auch leicht zu sehen, dass 
diese Funetion sechsten Grades A,, von (z, y, 3) mit der Functionaldeter- 
minante von X, Y, Z identisch ist. 

Die gerade Linie der Aufgabe sei gegeben als Verbindungslinie 
zweier willkürlich in der Ebene angenommenen Punkte (z, y, 3) und (z',y', 2). 
Wir bilden dann die beiden kubischen Functionen von ($, n, &): 


| XS, n, S)+tyYls m, D+3226,n,0)=H, 
2X n, D+yYG n, D4+32& 0,0) = MH. 


Beschränken wir den Punkt (£, n, &) auf die Verbindungslinie von (x, y, z) 
und (x, y, 3), indem wir setzen: 


(13.) 


(14.) S=cef-et, n=yt-yt, Gest-zt, 
so werden H und AH’ homogene Functionen dritten Grades von £, f. Aus 
der Identität (12.) aber folgt: 
H'—Ht =. 
Daher kann man setzen: 
(15.) H=twft, ft), H=twft, f), 


wo jetzt w eine quadratische Form von £, € bedeutet. Es giebt zwei 


! 


r l . ® .. ® 
Werthe von ” die der Gleichung vw= 0 genügen. Diesen entsprechen 


zwei Punkte ($, n, &); beide liegen auf der gegebenen Geraden, und in 
beiden ist 4=0, H’=0; folglich sind sie die gesuchten Punkte. 

Die Coefficienten der quadratischen Form wft, !') sind leicht als 
Functionen von (z, y, 3) und (z, y', 3) zu bestimmen. Es sei: 

v(t, t) = AR+Bitl +Ct”; 

ferner seien (X, Y, Z), (X, Y', Z’) die Werthe der drei Functionen X(£, n, &) 
ete. in den beiden Punkten (x, y, 2) und (x, y',z'). 

Für {=—1, !=0 wird5=r, n=y', S=z. Daher folgt aus 
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(13.) und (15.): 

A= —(eX+yY+zZ)). 
Ebenso folgt, wenn wir £=0, = 1 annehmen: 

C= eX+yY+3zZ. 

Der mittlere Coeffiecient B ist so zu bestimmen. Aus der Gleichung 

ty = EX(E, n, C)+ete., 
in der wir &', y', z, € als Constanten ansehen, folgt, dass x, y, z, tin w 
nur in den Verbindungen £, n7, © vorkommen und dass deshalb w der 
linearen Differentialgleichung 


‚,ow ! oO j 
er er 
02 


ot 


ow ‚,ow 
i y-— 
« oy 


genügt. Setzen wir hier für w seinen Ausdruck ein und nehmen dann 
t=0, !=1, so folgt: 


4 Per, 
OL 


ET BB ir ‚ \ 
B = —\T 5 rYy 3 23 a )° 


Es ist daher, wenn wir jetzt: 





P=rX+yY+zZ, 
(16.) P' = aX+yY'+3sZ), 
‚oP oP : . 
% eo ö2. ‘3 au 7 
setzen, 
(17.) w(t, 2) = P(t)-Qtt—-Pr=0 


. . . i ii 
die quadratische Gleichung, der ‚ genügen muss, wenn 


S=ct-et, n=yt-yt, SG=st—zt 
einer der beiden gesuchten Punkte sein soll. Da w alternirend ist in Bezug 
auf die beiden Werthsysteme (x, y,2,) und (z,y,z,f), so lässt sich der 


mittlere Coeffiecient Q auch in dieser Form darstellen: 


0 (x >, a > oP \ 
= —\2- +9 << +23 )' 
OXx rYy oy Oz / 

$4. 


Die Form w ist eine homogene Function dritten Grades von x, y, 3, ! 
einerseits und x, y', z', E' andererseits; sie lässt sich aber, wie leicht zu 
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sehen ist, so umgestalten, dass nur die sechs Verbindungen 

zt'—rt, yt—yt, st'—zt, 

ys—ıy, z0—a2, zy—ye 
der Veränderlichen vorkommen. Die Determinante der Form 

Q0’+4PP' =D 
enthält aber nur die drei letzten Grössen 
u=y3s—ıy, v=2r—ı3, w=ry—ye, 

d.h. die Coeffieienten der gegebenen Geraden und ist in Bezug auf diese 
eine homogene Function vierten Grades. Du, v, w)=0 ist die Bedingung 
dafür, dass ue+oy+wz=0 eine der singulären Geraden ist, die nicht als 
Verbindungslinie verschiedener eonjugirter Punkte aufgefasst werden können. 


Setzen wir für £ eine lineare Function von (z, y, 3), und für €’ die- 
selbe Function von («',y,2): 


t=psas+qy+rz, ! =pxc-+gqy-+rz, 
so wird 





zt—ıt = qw—ro, etc., 
und es geht daher in eine homogene Function dritten Grades von u, e, w 
über. Dies ist die von Herrn Frobenius in seiner Arbeit „Ueber die Doppel- 
tangenten einer Curve vierter Ordnung“ (dieses Journal, Bd. 99, S. 285) 
mit L(x, y) bezeichnete Function (hier müsste geschrieben werden: 
L(u,v, w; p, q, r)). 

Wählt man speciell für £ die lineare Function, welche in zwei 
Grundpunkten «, # verschwindet: 


! ! 


es  B Eh 
Im; U, b, C, I 9 A . dA, b, C, ’ 
Ad; b; C; A; b; C;| 


so wird w, als abhängig von &, y, z betrachtet, eine Function dritten Grades, 
die für (z,y,2) = (x,y',z') von der dritten Ordnung verschwindet. Ausser- 
dem wird sie 0 in den Punkten «, ?; denn dort wird einerseits f, anderer- 
seits ? gleich 0. Sie muss deshalb theilbar sein durch 

b 


ze y 3 = au+b,o+c,w, 


a 0. 7 C a | 


! ! ! 


=  yiıly 
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und ebenso durch a;u+b;0+c;w. Nennen wir diese Factoren «, und u;; 
der übrig bleibende Factor muss dann ebenfalls eine lineare Funetion von 
u, v, w sein: 


U; = 0,5uU+b,;0+c,;w. 
Wir haben demnach: 
UUsu,; = vlt, it) 
für 
= 0 3 2: 
i= le, B !=la 5b ce, 
a; 5b; ec; GG 5; 6 


Hier sind «, vo, w unabhängige Grössen, es sind die Coeffiecienten einer 
willkürlichen Geraden. Nimmt man aber zwischen «, e, w die Gleichung 

(u,e,w)=0 an, wodurch die Gerade zu einer singulären wird, so wird 
w(t, £) das Quadrat einer linearen Function: 


u,uzu,; = (mt+mE)". 
Daraus folgt, wenn wir 


me+mz —=°, my+my=n, mz+mz ={ 


setzen: 
::4:.% 
Vu,uzu,; ur vn on 
a; b; C; 


Mithin ist 


[sr bb t far Ust fu Vuu,, = 0 
eine Gleichung, welche die Beziehung D=0 in irrationaler Form darstellt. 
Der Zusammenhang zwischen dieser Betrachtung und der Unter- 
suchung, die Herr Frobenius im Anfang der vorhin erwähnten Arbeit durch- 
führt, wird hierdurch vollständig klar; neu ist eigentlich nur die Einführun 
der quadratischen Form w(t, E'). 


(ır 
o 
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Zum FExistenzbeweise des Integrals einer linearen 


homogenen Differentialgleichung von Paul Günther. 
(Von Herrn A. Gutzmer in Halle a. S.) 





Üeber den Beweis für die Existenz des Integrals einer linearen 
homogenen Differentialgleichung, welchen Herr M. Hamburger nach Mit- 
theilungen von Paul Günther kürzlich veröffentlicht hat*), findet sich auch 
in dem handschriftlichen Nachlass des letzteren eine Aufzeichnung, die sich 
inhaltlich mit der Hamburgerschen Darstellung deckt, in einem Punkte je- 
doch über dieselbe hinausgeht; sie enthält nämlich noch eine Andeutung, 
dass der neue Existenzbeweis gestattet, eine Grenze anzugeben, unterhalb 
welcher der durch Abbrechen der Integralreihe begangene Fehler liegt. Ich 
habe diese Andeutung, auf welche Günther Werth legte, ausgeführt und be- 
sonders am Schluss ergänzt, und ich erlaube mir, diesen Zusatz zu dem 
Güntherschen Existenzbeweise, den ich übrigens in meinen Vorlesungen 
bereits mit Vortheil verwendet habe, im Folgenden mitzutheilen. 

Unter Benutzung der von Herrn Hamburger gewählten Bezeichnun- 
gen sei 

n n—1 n—?2 
(1.) =. u x 1 +Pp: SI Hut pi 
die gegebene homogene lineare Differentialgleichung; dann lautet die 
Günthersche Hülfsgleichung 
d” u Mr d-'u Mr? dr?u M,„r" 


2 


De a Se Fe 
(2.) di” I it (1-1? dr? En Ay ® 


wo wir 


gesetzt haben, und es ist bekannt, dass die Gleichung (2.) in jedem Falle 


*) Dieses Journal, Band 118, S. 351—353. 
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ein Integral besitzt, das sich in eine Potenzreihe von E: 


(3.) u= Bet), 
entwickeln lässt, welche convergirt, solange |t| < 1 ist. Daraus wird dann 


gefolgert, dass die Gleichung (1.) ein Integral besitzt, das sich als eine 
Potenzreihe 


(4.) y = Ple-z) 
darstellen lässt, welche für alle der Bedingung |e—x,| < r genügenden 
Werthe von x convergirt. 
Wie schon in der Hamburgerschen Mittheilung des Güntherschen 
Beweises bemerkt ist, lässt sich die Gleichung 


TE s(s—1)...(s—n+1)+Mırs(s—1)...(s—n+2) 

0) |L-Mırs(—1)...(—n+3)+--+(— 1)" M,_r""s+(- "+ M,r" = 0, 
die man kurz als die charakteristische Gleichung bezeichnen wird, durch 
geeignete Wahl der Grössen M, so einrichten, dass sie lauter verschiedene 
Wurzeln s,, 8, ..., s, besitzt. Im diesem Falle lautet das allgemeine In- 
tegral der Hülfsgleichung (2.): 

u = z e,(1-N*, 
he 
wo die Grössen ec, Constanten darstellen. Wir wollen von einer derartigen 
Umformung der charakteristischen Gleichung Gebrauch machen. Da die 
Grössen M, endliche Grössen darstellen, so lässt sich stets eine positive 
ganze Zahl M so bestimmen, dass die Ausdrücke 


M, Mn-]l), M(n-1l)mn-2), ..., Man—1)! 
bezw. nicht kleiner sind als 
M,r, M,;r‘, M;r’, u %.: 


Ersetzen wir in der Hülfsgleichung (2.) und in der charakteristischen 
Gleichung (5.) diese Grössen durch jene, so geht die letztere in die 
Form über: 


s(s—1)...(s—n-+2) (s—1)...(s—n+3) | 
BD... ++ Ma!" er Tr er 


+(- 1)" CU) _1yeHl—Iyrr —. 0 


oder 


5 —1 
6-1)... -n+)+ HR} ,) = 0. 
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d. h. 
(s+M)(s-1)(s—2)...(s—n+1) = 0. 
Den Wurzeln 
ss =-M, s=1l, ,=2 ... ,=n-—l 


dieser Gleichung entspricht als Integral der zugehörigen Hülfsgleichung 
der Ausdruck: 


a = alt" + lH) +, (1) +-+c,( 1-0". 
Dabei sind zwar die Grössen c,, C, ..., ec, willkürlicehe Constanten, aber 
mit Rücksicht auf die Beziehung, in welcher die Hülfsgleichung (2.) zu 
der ursprünglichen Gleichung (1.) steht, sind sie so zu wählen, dass die 
Anfangswerthe von « für £= 0 positive Grössen werden, welche den An- 
fangswerthen von y für 2=z, dem absoluten Betrage nach mindestens 
gleich sind. 

Mit Hülfe der Binomialentwickelung von (1—-t)-" kann nun der 
Fehler &, leicht abgeschätzt werden, der bei dem Abbrechen der Reihen (3.) 
bezw. (4.) mit dem gten Gliede, d.h. mit #”" bezw. (2—2,)'", wyzn 
vorausgesetzt ist, begangen wird. Setzt man || =, so ist: 


„<asl-W(T )* 


M(M+1)...(M+i—1) , 
Zuger ia Bang 





< ce & 
Oder da vr 
MCHHD.. MAT) _ ya 
ist, so ergiebt sich: 
&, <c EM 


i=q 


< ec Mu EMr, 


I 


d.h. der Fehler e, ist, sobald Mr < 1 ausfällt: 


Mırı ” 
La Fe 1. 


Da die Coeffieienten der Reihe (4.), wie aus dem Existenzbeweise ohne 
weiteres klar ist, dem absoluten Betrage nach die entsprechenden Coef- 
ficienten der Reihe (3.) nicht übertreffen, so stellt der vorstehende Ausdruck 
zugleich eine Grenze für den Fehler dar, der durch das Abbrechen der 
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Reihe (4.) mit dem Gliede («—x,)", 9g=n, entsteht; man hat nur e, 
: ” s n c—ı, s “e 
passend zu bestimmen und für 7 seinen Werth ö einzuführen. 


Die gefundene Fehlergrenze, welche an Einfachheit kaum etwas zu 
wünschen lassen wird, hat einen Sinn nur für diejenigen Werthe von / 


bezw. x, welche dem durch die Bedingung |t| < - bezw. |e—ı,| < = 


bestimmten Gebiete angehören; ist M eine einigermassen grosse Zahl, so 
ist freilich der Bereich, für welchen der ermittelte Grenzausdruck Geltung 
hat, von geringer Ausdehnung. Ob und in welcher Weise etwa durch eine 
andere Einrichtung der Hülfsgleichung (2.) eine Fehlergrenze abgeleitet 
werden kann, deren Geltungsgebiet grösser ist, bleibe einer späteren Er- 
örterung vorbehalten. 
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Ernst Christian Julius Schering +. 


Am 2. November dieses Jahres verschied nach langem Leiden der 
ordentliche Professor der Mathematik an der Universität Göttingen Ernst 
Schering, geb. am 13. Juli 1833 im Forsthause Sandbergen bei Bleckede 
an der Elbe (in der Provinz Hannover). Ausser durch seine zahlreichen 
auf die reine Mathematik und auf die mathematische Physik bezüglichen 
Arbeiten hat er die mathematische Welt ganz besonders durch die im Auf- 
trage der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen von 
ihm besorgte Herausgabe der gesammelten Werke unseres grossen Lehr- 
meisters Carl Friedrich Gauss zu bleibendem Danke verpflichtet. Seine 
eigenen Schriften befinden sich grösstentheils in den Nachrichten und Ab- 
handlungen der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften, eine derselben, 


zahlentheoretischen Inhalts, hat der Verfasser dem 100. Bande unseres Jour- 
nals einverleiben lassen. 


December 1897. 
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Ueber nichtlineare homogene Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


(Von Herrn Georg Wallenberg.) 


ö 
/iom Verständniss der vorliegenden Arbeit muss eine genaue Termi- 
nologie der bei den Integralen einer algebraischen Differentialgleichung 
auftretenden Singularitäten vorausgeschickt werden: „Singuläre Stellen“ einer 
Integralfunetion sind solche Stellen, an welchen dieselbe sich verzweigt oder 
unbestimmt wird”); beides kann auch vereinigt vorkommen. Im Folgenden 
soll nun jede Stelle, an welcher die Function unbestimmt wird, gleichviel, 
ob sie sich dort verzweigt oder nicht, „Stelle oder Punkt der Unbestimmt- 
heit“ heissen**). Dagegen sollen diejenigen Stellen, in welchen sieh die 
Function verzweigt, ohne unbestimmt zu werden, „Verzweigungsstellen“ ge- 
nannt werden; die Verzweigungsstellen endlicher Vieldeutigkeit, in denen 
also die Integrale sich wie algebraische Funetionen verhalten, nennen wir 
„Verzweigungsstellen algebraischer Natur“ oder kurz „algebraische Ver- 
zweigungsstellen“. — Mit dem Ausdruck „Pol“ bezeichnen wir zusammen- 
fassend jede aufhebbare, nicht logarithmische Unendlichkeitsstelle ***), 

Die singulären Stellen der Integrale einer algebraischen Differential- 
gleichung können sich entweder mit den Anfangswerthen verschieben oder 
von der Wahl derselben unabhängig sein: im ersteren Falle sollen sie 
„verschiebbare“, im zweiten Falle „feste“ singuläre Stellen genannt werdenf). 


*) Wir rechnen also nicht dazu diejenigen Unendlichkeitsstellen, an welchen 
Funetion „sich rational verhält“. 

**) Fuchs, Ueber die Werthe, welche die Integrale einer Differentialgleichung erster 
Ordnung in singulären Punkten annehmen können. Sitzungsber. der Berl. Akademie, 
1886 (11. März), S. 281 —283. 

***) Ein Pol gehört also nur dann zu den singulären Stellen, wenn daselbst zleich- 
zeitig eine Verzweigung stattfindet. 

T) Fuchs, Sitzungsber. d. Berl. Akad., 1884, Bd. 32, S. 699 fi. 


le 
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Es besteht nun zwischen den Differentialgleiehungen erster Ordnung und 
denen höherer Ordnung ein durchgreifender Unterschied: Bei den Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung sind die verschiebbaren singulären Stellen Ver- 
zweigungsstellen algebraischer Natur, während bei den nichtlinearen Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnung im Allgemeinen auch andere Singularitäten 
verschiebbar sein können, wie das einfache Beispiel der Differentialgleichung 
> IIı9 k we , d r d’ı 
y"-yy"y+4yy?= 0%), (y'= Ye 1) 
lehrt, deren Integral 


y= ve” 
ist. — Herr Picard*) schreibt die Entdeckung dieses Satzes Herrn Painleve**) 
zu; es ist indessen zu bemerken, dass der in dem ersten Theile enthaltene 
wesentliche Inhalt desselben bereits aus der wichtigen Abhandlung des 
Herrn Fuchs „Ueber die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen“ (l. e., 1884) sich ergiebt, wenn er auch dort 
noch nicht ausdrücklich ausgesprochen ist. 

Es bietet sich nun naturgemäss das Problem dar, aus den alge- 
braischen Differentialgleicehungen höherer Ordnung zunächst diejenigen aus- 
zuscheiden, deren verschiebbare Singularitäten wie bei denen erster Ord- 
nung nur Verzweigungsstellen algebraischer Natur sind; man würde dadurch, 
indem man dann aus diesen noch diejenigen aussonderte, deren Integrale 
feste algebraische Verzweigungspunkte besitzen, die nichtlinearen alge- 
braischen Differentialgleichungen höherer Ordnung, über die man bis jetzt 
noch fast gar nichts weiss, dem Studium etwas zugänglicher machen. Da 
aber die Lösung dieses Problems in seiner ganzen Allgemeinheit bei dem 
heutigen Stande der Analysis noch auf unüberwindliche Schwierigkeiten 
stösst, so dürfte es vielleicht nicht ohne Werth sein, einen ganz besonderen 
Fall desselben zu erledigen, für dessen Behandlung die bisherigen analy- 
tischen Hülfsmittel ausreichen, nämlich den Fall der homogenen Differential- 
sleichungen zweiter Ordnung, zumal schon hier für nichtlineare Differential- 
gleichungen höherer Ordnung charakteristische Eigenthümlichkeiten auftreten. 


*) Picard, Remarques sur les equations diflerentielles, Acta Math., 17 (1895), 
p- 297 — 300. 
**) Painlere, Sur les lignes singulieres des fonctions analytiques, Ann. de la Faculte 


de Toulouse, 1888, p. 58. 
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Dass auch sie schon in den einfachsten Fällen zu recht complieirten 
Integrationen führen können, mögen die folgenden beiden Beispiele be- 
weisen: 

(1.) y'-y=0; (Y-L.y"=-2)- 


dz dz’ / 


4 „ 


ı 
4 —», also 


Setzt man =v-+e', so wird die durch y’ dividirte 
I Zi . s Ru 
Differentialgleichung (1.): == 
coo+o—1l = (: 
aus derselben ergiebt sich durch Integration: 


1 


I 2 


\3 " uf + ae „=: 

v1)’ -e)’(-)’ = ge’, 
worin & eine primitive dritte Einheitswurzel und ce, die willkürliche Con- 
stante bedeutet. Das sogenannte erste Integral der Differentialgleichung (1.) 


lautet daher: 
1 


ve)" ge)’ = sie 
Die Discussion der Integrale dieser Differentialgleichung erster Ordnung 
dürfte bereits auf einige Schwierigkeiten stossen; nur für den speeiellen 
Werth e,=0 ergeben sich durch Nullsetzen der einzelnen Factoren des 
links stehenden Productes die drei einfachen Partieularintegrale: 
var, ne, a 
man findet dieselben auch, indem man in die Differentialgleichung (1. 


y= ce” einsetzt und dann « daraus bestimmt; es ergiebt sich ®—1=(0. 
(2.) y-y =. 

— . y' y ! ) . . ) . . . 

Setzt man wieder 7- =», also °- = e-+v', so wird die durch y’ dividirte 

l ä Y ‘ 


Differentialgleichung (2.): 


) 

(e+v+Ve)o+e—Ie) =. 
Ein Factor, z. B. vo +v’—Ve, gleich Null gesetzt, ergiebt als erstes Integral 
der Differentialgleichung (2.): 

Hr’ yery)’Oy-ely’ = ce 

Für ce, =0 ergeben sich wieder drei Partieularintegrale: 

yı=ce, p=ce, y=ce*, 
welche man auch durch Einsetzen von y= ce“ in die Gleichung (2.) er- 
hält; für & ergiebt sich nämlich die Gleichung «'—a =. 
z# 
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R 
In dem ersten Theile dieser Abhandlung untersuchen wir — nach 
der in der Einleitung angegebenen Richtung — zunächst diejenigen homo- 
genen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, in welchen die unabhängige 
Veränderliche explieite zöcht vorkommt. — Es sei also 
/ \ A) ı Z ' dy u d Yy 
(A.) F(y, Y,Y =, (y Bir ee da? ) 


die vorgelegte Differentialgleiehung und F eine irreductible*) ganze ratio- 
nale homogene Funetion mter Dimension von y, y,y'. Man dividire durch 
y', so wird dieselbe: 


! A 
/ y Y 
A. a‘ 
| N ) f y I y I 
ferner Setze man 
' 2 


? . 9 
’” —w, dann ist ı =w-+tw, 


Y 
und die Gleichung (1.) geht über in 


(2.) fw, wW+w)=yg(w, w)=(. 
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung hat die Form 


vw = Y(3—-6,), 
worin c, die Integrationsconstante bedeutet, also das Integral von (A.): 
.. "ple-c,) da 
(3.) y= oe) 
Wann sind nun zunächst die Unbestimmtheitsstellen der Differentialgleichung 
A.) „fest“? Welches sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 


*) Nennt man nach bekannten Analogieen die Summe der Producte aus Ableitungs- 
zahl und Potenz eines Gliedes das Gewicht desselben, sodass z. B. das Gewicht des Glie- 
des y'y"y"" = I+2n ist, so lässt sich zeigen, dass homogene isobare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung stets reductibel sind: Es sei nämlich F(y, y', y’)= 0 isobar, so 
wird, da Potenzen von y hierbei nicht in Betracht kommen, auch in der Gleichung (1.) 


Zj 

0 u . v 
_- m + _ — » und dividirt die Gleichung (1.) durch u®, so wird dieselbe: r(1, 5) —(. 
Y Y u 
Es ist also f(w, v), abgesehen von einer etwaigen Potenz von u, in Factoren von der 
Form v—a;u” zerlegbar, worin «; Constanten, nämlich Wurzeln der Gleichung f(1, «) = O0 
sind, und folglich lässt sich F(y, y', y'"), abgesehen von einer Potenz von y’, in Factoren 
von der Form yy"—ea,y'” zerlegen. 


se ; —=0 für alle Glieder !+2n eine feste Zahl s sein. Setzt man daher 
u 
y' 
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dafür? — Die Stellen der Unbestimmtheit von y sind, da g(xz)*) als Inte- 
oral einer die unabhängige Veränderliche nicht explieite enthaltenden Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung als einzige Stelle der Unbestimmtheit nur 
2 —=% besitzen kann**), abgesehen vom unendlich fernen Punkte, der ja 
jedenfalls zu den festen Singularitäten gehören würde, diejenigen endlichen 
Pole e=a von gY(z), für welche (e-a)y(z) in e=a unendlich gross 
wird; dieselben sind jedenfalls mit den Anfangswerthen veränderlich, da 
z—a=3—(a+c,) ist. — Wir haben also die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen dafür zu suchen, dass (x) nur solche endlichen Pole 
e=a besitzt, für welche (e—-a)y(x) einen endlichen Werth (ev. auch den 
Werth 0) erhält. — 
Zu diesem Zwecke setze man in der Differentialgleichung 
2) 9, w) = 0, 
1 ve 


= —, also ww = — —: 
v v 


sie möge dadurch übergehen in 


(4.) ho, v) = 0, 
und wir haben dieselbe für »=0 zu betrachten. Die Entwiekelung von 
dv . 2. 
v = —— in der Umgebung von v» = (0 möge folgendermassen lauten: 
dz 
h k+1 
v’ = ar'+ar ' +, 


wobei % zunächst eine positive oder negative ganze Zahl oder auch gleich 


Null sein kann, während / eine ganze positive Zahl bedeutet. Man kann 
k <l voraussetzen, weil im Falle A —/, wie sich leicht zeigen lässt ***), 
dem Werth »=0 der „feste“ Werth 3= =» entspricht. Setzt man v =f, 


also v' = /f’t', so erhält man 


ut = at +altt+-- 

also 
le-1-kdt 
atat+-- ds, 


und daraus 
DEF LbETHL.. = 2—C (b, # 0), 


")e=3—0. 
**) Vgl. die Einleitung, S. 88. 
=) Vgl. z. B. Königsberger, Theorie der elliptischen Funetionen, S. 157 u. f. 
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folglich 
1 
= cl3-ce) "+, 
und daher 
! 
v= a[l3—c)”" +-- 
also endlich 
1 1 ; | N 
Radkererdun frz, | Er? > Lande, ie (20° 


0 


Soll daher nieht der willkürliche Punkt z=e Punkt der Unbestimmtheit 
von y sein, so muss n. OÖ. (3—ec)w für z = c einen endlichen Werth besitzen, 
d.h. es muss 


ee 
ErrnN 
oder 
Bee 
ul m V, 


also, da A<Z/ und / positiv vorausgesetzt war, 

k< 0 
sein. Dies auf die ursprüngliche Differentialgleichung (2.) übertragen er- 
giebt, da 


1 ! 1 4 
V — “ vV a. Sr a U 
[An ww" 
war, 
Ds k 9 + 
vo = —aw '"-aw ' ——"). 


Da k—0 und 2>0 ist, so muss 


n 
87 
sein. Also: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Integrale 
der Differentialgleichung (A.) ausser dem unendlich fernen Punkte keine 


Unbestimmtheitsstellen besitzen**), ist die, dass in der Entwickelung von 


k 


”) Da k<{l vorausgesetzt war, so ist 2— : el 1. 


sure 


Die endlichen Unbestimmtheitsstellen von y müssten, wenn sie vorhanden wären, 


n. 0. (S. 91) sämmtlich mit den Anfangswerthen verschiebbar sein. 
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y 
Y 


—?2 sein muss”), 


2 nm 
! ! a ’ 
=" AZ) nach fallenden Potenzen von w= der Exponent der 
Yy Yy 


höchsten Potenz von w, falls er grösser als 1 ist, 


Welches sind ferner die Verzweigungspunkte von y? 

1) Die Verzweigungspunkte von w: 

2) Die Pole von w, wenn das Residuum keine ganze Zahl ist**). 

Damit also die Integrale der Difterentialgleichung (A.) ausser dem 
unendlich fernen Punkt (d. h. überhaupt) keine Verzweigungsstellen besitzen. 
ist nothwendig und hinreichend, 

1) dass w keine Verzweigungsstelle besitze, d. h. dass die Differential- 
gleichung (2.) g(w, w)= 0 eine Briot-Bouquetsche***) sei: 

2) dass die Residuen der Pole von w ganze Zahlen seien. 

Wir stellen nunmehr die nothwendigen und hinreichenden Bedineun 
gen dafür auf, dass die Integrale der Difterentialgleichung (A. 


ne 


ausser dem 
unendlich fernen Punkt zweder Stellen der Unbestimmtheit noch Verzweigungs- 
punkte besitzent): Wir hatten oben gefunden, dass in der Entwickelung von 
v nach steigenden Potenzen von v der Exponent der niedrigsten Potenz, 
falls er kleiner als 1 ist, = 0 sein muss; da nun nach den von Briot und 
Bouquet für die Eindeutigkeit des Integrals » aufgestellten Bedingungen Fr 


v für »=0 nicht unendlich werden darf, so muss dieser Exponent gleich 


Null sein und infolge dessen — ebenfalls nach den Bedingungen von Briot 
und Bouquet — darf sich v in v=( nicht verzweigen. Vie Entwickelung 


lautet dann: 


63 v = W+ar-ta;ı 
daraus ergiebt sich: 


dv 
da. 
a, +a,v-++a,v’— +: 
also 
l 
= 3—( 
d, 
! r N 7 
eo . /y YV\ Y „ \ h 
“) Setzt man in f\ ; )=% =u, — =ov, so stellt f(u, #v)=O eine 
‘y U Y y 


Curve dar. Obige Bedingung kann dann auch so ausgedrückt werden: Wenn die Ent- 
wickelung von v nach fallenden Potenzen von u mit 1.u” beginnt, so muss der Exponent 
des folgenden Gliedes — 1 sein. 

**) Beides kann auch vereinigt sein. 

***) Journal de l’ecole polytechnique, t. XXI (cahier XXXVJ), p. 212, Theoreme XXI. 

T) Die Integrale sind dann n. O. eindeutige Functionen. 

Tr) 1. e. 
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daher 
v= M(3—C)+'-, 
und folglich 
1 


a, 


=" +ht+b@-e)t. 


R— 
a 1 . . 1, r® 
Es muss nun —- eine ganze Zahl p sein, also a,= u ). Wir 


0 


können daher den Satz aussprechen: 
Die nothwendigen und hinreichenden bedingungen dafür, dass die Inte- 
grale der Differentialgleichung 


, n) ' Im Fan y 4 
(A.) Fy,y,y)=y air ,)=0 


eindeutige Functionen sind, welche ausser dem unendlich fernen Punkte keine 
Stellen der Unbestimmtheit besitzen, sind die folgenden: 

1) Die Differentialgleichung (2.) g(w, w) = muss den Briot-Bouquet- 
schen Bedingungen genügen”*). 

2) In der transformirten Differentialgleichung (4.) h(v,v') = (0 müssen 


\ 


die Wurzeln v' der Gleichung (4.*) h(O,v)=0, falls sie nicht mindestens 


*) Aus (d.) ergiebt sich noch für o@ = Si 
‘ ’ J 
w = —a,w’— a w—a,— a, w!— ..- 
daher: 
03 \gp? " 
oe +w" = (l—-a,)w’—aw—---, 
also: 
(1 ES. 
am — BU —O U— +++ 
a? rg 
u m ) 
d.h. in f\ = — f(u,r) = 0 muss die Entwickelung von ve nach fallenden Potenzen 
. Y 


. . . 92 ... . 1 h) 
von #, wenn sie nicht mit 1a” anfängt (vgl. S. 91 Anmerkung 1), mit (1- ) u’ be- 
vivg r 
. e . . h oo . r 1 a 
ginnen, worin p eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet | 1— — kann auch = O 


sein, wenn nämlich p = 1 ist), und der Punkt « = © darf in diesem Falle kein Ver- 
J: 


zweigungspunkt von ® sein. 


"m 


die Gleichung (2.) definirten algebraischen Function w' von w höchstens gleich 1 ist; 
daher ist auch die durch f(w,e)=O dargestellte algebraische Curve höchstens vom Ge- 


! r 


! 2 
schlecht 1, denn es ist w = e uw = a 


Y Y y/ 


= v— u’, odera=wvr=w-+w”. 
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vom ersten Grade in Bezug auf v verschwinden, von 0 verschieden und zwar 
reciproke Werthe ganzer (positiver oder negativer) Zahlen sein. 

Aus diesen Bedingungen lassen sich einige bemerkenswerthe Fol- 
gerungen ziehen, welche hauptsächlich die äussere Gestalt der Differential- 
gleichung (A.) betreffen. Zunächst muss nach der ersten Briot-Bouquet- 
schen Bedingung”) die Differentialgleichung (2.) folgende Gestalt besitzen: 

(6.) wo” +p,(w)w”"+.-+p,_,(w)w'+p,(w) = 0, 
worin p,(w) höchstens vom 2kten Grade in » ist. Wenn nun in (A.)**) 
wirklich y"” vorkommt, so ist diese Bedingung von selber erfüllt; denn in 
diesem Falle lautet die Differentialgleichung (A.), nach Potenzen von y" 
geordnet: 


- Hm 4 ’ Im—1 f AN „ AN as E 
Ga) Tr rn y) = 0; 
darin bedeuten die r, homogene Functionen kter Dimension von y und y', 


.. ® . * - u y' 
während p, eine Constante ist. Dividirt man durch y” und setzt * =w, 
y 
n 


also z = w-+w, so wird die Gleichung (2.) 


. 
j 
. 
/ 


(8.) pu(w-! w)" +8, (w) (w' + ww)" 4 se - Ri (w)(w+ ın 2 + $ | (w, — 0. 
oder: 
(8*.) pw" +p,(w)w” "+ +p,-,(w)w+p.(w) = 0. 


Da die s, höchstens vom Akten Grade, so sind die p, in der T'hat höchstens 
vom 2kten Grade in w. — Setzt man ferner die vierte Briot-Bouquetsche 
Bedingung*) als erfüllt voraus, so ist in dem vorliegenden Falle auch die 
zweite von uns aufgestellte Bedingung vor selber erfüllt. Denn setzt man 


! 


1 ’ v — Es 
in (8) w = z; An = —- und multiplieirt mit v”“ herauf, so wird die 
Gleichung (4.): 
kw, v) = pr HH Wr HH 
+v"'q„-,(v) (—rv'+ 1)+ v"q, (v) ER N. 
Die Wurzeln v’ der Gleichung k(0,v')=0 sind sämmtlich gleich 1, ge- 
nügen also in der T'hat unserer zweiten Bedingung. — Nach der vierten 
Briot-Bouquetschen Bedingung (a. a. O.) darf » = 0, da der zugehörige Werth 
aD, 
**) F(y,y',y'') sollte eine homogene Function mter Dimension von y, y', y'' sein; 


vgl. S. 90. 
Journal für Mathem: k Bd. CXIX. Heft 2. 14 
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von v' von Null verschieden ist, keine Verzweigungsstelle der algebraischen 
Funetion v' sein: auch diese Bedingung ist hier, da das Glied mit der 
(m—k)-ten Potenz von —v'+1 als Factor v* enthält, i. a. erfüllt, wie man 
sich durch die Puiseuxsche graphische Methode leicht überzeugt; nur dann 
nicht, wenn aus sämmtlichen q,(v) noch v heraustritt, d.h. wenn sämmtliche 
s,(w) ihren höchstmöglichen Grad in » nicht erreichen. Wenn also y"” in 
F(y, y,y') vorkommt, so muss wenigstens eines der s,(w) seinen höchstmög- 
lichen Grad in w wirklich erreichen. Aus diesem Grunde ist z. B. das all- 
gemeine Integral der Difterentialgleichung y"’—yy' = 0 (vgl. Einleitung, 5. 89 
2. Beispiel) nicht eindeutig, weil das Glied mit y” fehlt: in der T'hat lautet 
die Gleichung in ee: (0 +w)’— w = 0, und die Gleichung in v: (vr +1)’ —v’ = 0, 
sodass v sich in v= (0 verzweigt (v' = 1Frv:) und doch dort von Null ver- 
schieden ist. 

Anders verhält es sich, wenn y"” in F(y, y', y") nicht vorkommt: 
Zunächst folgt dann aus (6.), dass das Glied mit der höchsten Potenz 
von y" nicht y' enthalten darf, also lauten muss: 


I m—k 
[2 


yy 
It =1, so ist auch noch die in Gleichung (6.) ausgesprochene Bedingung 
von selber erfüllt; ist dagegen k>1, so darf in den Gliedern, welche 


Im—k—1 


Y enthalten, y' höchstens in der 2/ten Potenz vorkommen, und das 
ist nur solange von selber der Fall, als />% ist. — Wenn übrigens die 
Bann A : h h k BE ö 
Differentialgleichung (A.) irreduetibel sein soll, so muss k<| = |») sein; 


m 


. m \ 5 ’ - [| m 
denn ist k > | . |. so ist m-—k <| 5 I} also jedenfalls auch stets / <= | 5 I, 


m _ — 


folglich #4 > 7 und daher k+1>>21. Da nun die Glieder mit y’”*" n.O. 
höchstens die 2/te Potenz von y’' enthalten dürfen, so müssen dieselben, 
weil sie von der (4+/)-ten Dimension in y und y' sind, sämmtlich y ent- 
halten; und da dies mit allen Gliedern der Fall ist, so ist die Differential- 
gleichung (A.) reduetibel, nämlich durch eine Potenz von y theilbar. Für 
m 


‘) 


_— 


irreduetible Differentialgleichungen (A.) muss also k< | | sein. 


Unsere zweite Bedingung lässt sich hier in folgender Form aus- 
m 


ri m IR r 
*) |, | bedeutet „das grösste Ganze von —- “ 
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drücken: Es sei 


F= Hy te td FD = UV (k< | . N: 


und 
= 21 


ui ‚ k+l-i „,' , 
p = 2% a,Y Yıi (=1,2,..,%k) 


Dann lautet die Gleichung (4*.) k(0, v') 0: 
+1)" "+a,-7 +1" +0, +1)" ++, +" 0. 
Also die Wurzeln r, der Gleichung 


hir) = rt +a,r""+a,r" "+ +a,, = 0 


i 4 h np 1 n 
müssen sämmtlich die Form 1— - haben, wo p eine ganze Zahl bedeutet, es 


sei denn, dass v für v=( mindestens vom ersten Grade in Bezug auf v ver- 
schwindet. 


Wir wollen nunmehr im Anschluss an die Entwickelungen von Briot 
und Bouquet*) den functionellen Charakter der Integrale der Differential- 
gleichung (A.), falls dieselbe den beiden oben aufgestellten Bedingungen 
genügt, feststellen und denselben einen analytischen Ausdruck zu geben 
versuchen, welcher deutlich erkennen lässt, dass ausser dem unendlich fernen 
Punkte keine singulären Stellen vorhanden sind. 

1) Wenn die Gleichung (2.) für keinen endlichen Werth a von w 
eine Wurzel w =0 besitzt, deren Grad in Bezug auf »—a gleich oder 
grösser als die Einheit ist, und wenn die Wurzeln der Gleichung (4*,) 
wirklich von Null verschieden sind**), so ist © eine doppeltperiodische 
Funetion, und das allgemeine Integral der Differentialgleichung (A.) hat 
zunächst die Gestalt: 


Y „[ee- )dz 
erh; an ’ 


worin p eine eindeutige doppeltperiodische Funetion ihres Arguments be- 
deutet, und zwar eine elliptische Function, d.h. eine solche, welche nur 
eine im Unendlichen liegende Stelle der Unbestimmtheit besitz. Um in 
Evidenz zu setzen, dass der unendlich ferne Punkt auch der einzige singu- 
läre Punkt von y ist, benutzen wir folgende von Weierstrass gegebene Dar- 


*) ]. ce. p. 216, Theoreme XXI. 
**) Die Curve f(u, v0)=0 hat in diesem Falle das Geschlecht 1. 


14* 
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stellung*): Wenn z,, 2, ..., 2, die Unendlichkeitsstellen der elliptischen 
Funetion rten Grades g(z) innerhalb eines Periodenparallelogrammes be- 
deuten und für u =1, 2, 
ä 7 u. vr. - 
C,3-23,)+0,(@-3,) +C,(@-3,)++0," (&-3,) 
die Summe aller Glieder mit »egativem Exponenten ist, welche in der für 


die Umgebung von z, geltenden Reihenentwickelung der Function %(z) 
enthalten sind, so ist: 


Is (2)dse = &,C0,logo(z—3,)+ ,2+0%—,C, 0'(3—2,) 


"ol — ) 
u i—1 (1) ,„(Ä—2) \ 
+33 (—1) 2 C 9 (2—2,). 
u A .. 
Auer: ... Vu); u=1l,2,..,nr ntrt+t + +4r,=r; CG+G+++6,=V0) 


Da nun in unserem Falle nach den obigen Entwickelungen die Function 
p(z) nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzt, so sind die Grössen 
C, 0), ..., 0, (u=1,2,...,n) sämmtlich gleich Null, und die Dar- 
Bee redueirt sich sg 


Sy@)ds = 2 C,10g0(@-3,)+Gs+C, 


um) 


Es wird daher: 


deu [pte-ena: _ et (2 CO, C,&@—e,)+Ch 
y= Ge = 6 Mo (3— 6, —3,) re 


ul 


oder. wenn wir &e° " durch e und die C,, welehe nach unseren Aus- 
führungen ganze Zahlen sind, durch p, ersetzen: 
un 
= er Tate) (Emr=0) 

Hierin sind e und e, die willkürlic hen Constanten, während C, einen festen 
bestimmbaren Werth besitzt. Die Funetion y ist in der That für alle end- 
lichen Werthe von z endlich, eindeutig und stetig; der unendlich ferne Punkt 
ist singulärer Punkt und zwar eine Stelle der Unbestimmtheit ohne Ver- 
zweigung. Es lassen sich leicht die Bedingungen angeben,, unter denen 
y selber eine doppeltperiodische Function ist**). In dem eben behandelten 
Falle lässt sich noch etwas über die äussere Gestalt der Differential- 
gleichung (A.) aussagen: Da nach einem 'T'heorem von Meray““*) in der 


*) Schwarz, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen 
(1883), S. 20, 21. 

er. Vgl. Schwarz, a. a. 0. 8. 15. 
= "*) Briot et Bouquet, a. a. 0. S. 128, No. 50. 
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algebraischen Beziehung zwischen einer doppeltperiodischen Funetion und 
ihrer Ableitung der Öoefficient der ersten Potenz der Ableitung verschwindet, 
so folgt hier, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, dass y'” in F(y, y,y') 
nicht vorkommen darf und demnach (vgl. 5.96) F(y, y, y'), nach Potenzen 


von y' geordnet, mit y'y («<[]) beginnen muss”). 
Es mögen nun einige Beispiele folgen, in welchen die Integrale 
selber doppeltperiodische Functionen sind: 
(a.) yy —2y y +(l+k)yy’—kiy = 0. 
Diese Differentialgleichung lässt sich in der Form schreiben 
vw -y) = NEN). 


! zZ 2 


ee ) ) y 
und, wenn man durch y* dividirt und £ — w, also ; — 7 — mw’ setzt: 
\ Ä - “ 
oo = (w’—1)(w—KP); 
. . . %,. Y y 
unsere erste Bedingung ist somit erfüllt. Setzt man ferner w» = „, 80 er- 


ergiebt sich: 
ı) Ir ) IN 
v = (l1-r)(1- kr‘); 
dem Werthe »—=0 entspricht v' = +1, sodass auch unsere zweite Bedingung 
erfüllt ist. Es ist nun 
v = sinam(z+c,, Ä), 
*) Aus dem Theorem von Meray lässt sich noch folgender bemerkenswerthe Schluss 
ziehen: Infolge dieses Theorems muss sich die Differentialgleichung (A.) auf die Form 
bringen lassen 
A) n 12\m— ' 7 PE\M——I ' 
nr I —y IT + 
+ Qmr-2(y, y' )(yy —yY’) + gm-r(y, Y 0. 
+ er ze oF 
worin die g; homogene Functionen 2iter Dimension in yund y sind. Da also 0 
(’WU 
jedenfalls durch yy"--y'’” = 0 befriedigt wird und das allgemeine Integral dieser Difle- 
rentialgleichung y = c,e“® (ec, und ce, willkürliche Constanten) ist, so besitzt, wenn 
(mr (Y; y') Pa a,y m “ ] ayy ei r’ tr dAum—x)Y > 
ist und die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
a,r m) La r?m-9- mr e+++ 4 Arm ı == 0) 
mit rm, r,, ..., r, bezeichnet werden, die Differentialgleichung (A.) die Schaaren singu- 


> 


lärer Integrale y; = c;e' (c, willkürliche Constante; i=1,2,3,...,8). 


**) Die singulären Integrale lauten hier: y, = c,e‘, y, = 0,e”*, y, = c,e", y, = 0,€ 
ähnlich bei den folgenden Beispielen. 
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und daher 
dz 
y-6 F sinam(+c,k) —_ g dam(s+e, ‚ k)=cosam(z+c,, k) *) 
sinam(2+c,, k) 
) (ung = 0, 


\ vo” = w'+1; 
w ist eine sogenannte lemniskatische Function. Die Gleichung für v lautet 
ebenfalls v” = 1+v*, sodass für v=0 wieder v’ = +1 ist. 


Setzt man »w = Vie, so ergiebt sich: 





io” = 1-et, 
also 
dv Zu 
daher 
33rtC 
= sinam (Cı, i) 
ye 


Nun ist bekanntlich “”) 


.z R 1 k ık = ’ 
/ sinam(z, A)dz = — lo" Zaun, )— kcosam(z, k) 


—— 


By ® 1 anr, 


also, da hier k=i ist, bis auf eine additive Constante: 
e 2. a ’ 3+C R 3+C6 
/ wdz = Vi / vdz = i/ sinam (9, i)d re 
« R yYi , Yi 


= log (4 am ( 2 i) —iCcosam ( . )) 
ı tl 





Daher: 
[ wa: | a nV s+c, )| 
y= ce = c,|fam| ——, ?)—icosam| ——, ;)l- 


1 yy — 2yy + y’ Fan 7) 


lo"=w-1, "= 1-r 


(c) 


Setzt man »=io, so wird 0” = 1—e, also v = sinam(z-+c,, ö), und daher 


fv dz 


y=ce = ce 


. 
ü / sinam (z+c,,Ü)dz 
L 


= @,|Jam(3+c,, Ö—icosam(z+c,, i)]. 


*) Vgl. z. B. Briot et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques (Paris, 1859), S. 186. 


“*) Siehe z. B. Briot et Bouquet, a. a. 0. S. 185. (Theorie des fonctions elliptiques). 
gar 


) Diese Gleichung kann auch als Specialfall von (a.) (für k = i) betrachtet werden. 
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Dagegen: 
(d.) [ yv’y—2yy’y + 2y"—y* > 0. 
| n 


oo’ = 1—mw". 


Hier ist „”=v’—1, für v=0 also v' = +i, unsere zweite Bedingung daher 
nieht mehr erfüllt. In der That ist 


[w dz 


y=ce =c,4fam(z-+e,, i)-icosam(z+c,, |” 


keine eindeutige Function mehr. 


2) Wenn die Gleichung (2.) für einen endlichen Werth a von w 
oder die Gleichung (4*.) eine Gruppe von » Wurzeln vom Werthe 0 be- 
1 1 
sitzt, deren Entwickelung nach steigenden Potenzen von (w—a)" bez. v 
‚ i ; n—+1 . ü . 
mit einem Gliede vom Grade „ beginnt, während das folgende Glied 


“ 


(vom Grade —) verschwindet. so ist » eine rationale Function. und das 


allgemeine Integral der Differentialgleichung (A.) lautet zunächst: 


[ Rtz—c,)a: 
A: D 


worin R eine rationale Funetion ihres Argumentes bedeutet. Da die Fune- 
tion R(xz) nur Pole erster Ordnung besitzt, so können wir sie in der Form 
schreiben: 
Di N i „ . I u 
R(z) = G,(z)+ 
u-1 7% 
und zwar sind die p, ganze positive oder negative Zahlen, während @, (x 
eine ganze rationale Function bedeutet. Das Integral y erhält daher die 
Gestalt: 


un 
\\? GH: 
= (+) rer = RG 
H= 





worin Rt eine rationale, @ eine ganze rationale Funetion ihres Argumentes 
bedeutet. — Sind alle Wurzeln der Gleichung (4*.) von O0 verschieden, so 
redueirt sich G@,(z) auf eine Constante, und zwar auf @ (weil dann dem 
Werth »=a der Werth e= x entspricht; in dem Falle, dass a=(), ist y 
selber eine rationale Function. Damit ist ein einfaches Kriterium für die 
Integrirbarkeit der Differentialgleichung (A.) durch rationale Functionen ge- 
funden. 
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Beispiel: 
F= y"+8yy" Ay" = 0, 
wo = —(w+4)+2VYw’+4. 


Die Entwickelung von w' in der Umgebung von w = 0 lautet für das posi- ; 
tive Vorzeichen der Wurzel: 





2 4 
’ w w 
y) pn 1 — _— — ... 
u > PO 


Es muss daher, da auch die übrigen Bedingungen erfüllt sind, das allge- 
meine Integral n. OÖ. eine rationale Function sein. Man findet in der That: 


Sri 

en 4(2—c,)’—1 

und folglich: | 
y= ol@-c°-4. 


Es ist bemerkenswerth, dass ausserdem iranscendente singuläre Integrale 


r 


En a ” j oF a 
existiren, nämlich y = ce”, welche zugleich #= 0 und a =! befriedigen. 


3) Tritt weder der unter 1) noch der unter 2) beschriebene Fall 
ein, so ist w eine einfach periodische Function*), und das Integral der Diffe- 
rentialgleichung (A.) hat zunächst die Form: 


[wte-e,)a: 
y= oe A 


worin w eine einfach periodische Function und zwar eine rationale Function 
der Exponentialfunetion bedeutet: 


2ni 
(z-c 
v(3—6C) = Rle u ’: 
Setzt man 


?ni 
2 (2—cı) 
e =, 
so wird 
2ni z r 
—— (2-0) ni 
7 ae dz = dı, 
oder 
ww dx 
ds = —— 
ni x 
also 
10) ’ Rı(x) 5 
= c,e J pr : 


*) In den Fällen 2) und 3) ist die Curve f(u,v)= 0 vom Geschlecht 0. 
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Es muss nun, da ausser dem unendlich fernen Punkte keine singulären 
Stellen vorhanden sind, 


0 / l 4-1 
o R,(®) N () 1 Bar. 5 Fi u 
‘ * a “Ar s 
2ni x Fe 


sein, worin G,(z) eine ganze rationale Function ist, die p, ganze positive 
oder negative Zahlen, g, beliebige Grössen bedeuten und die a, von Null 
verschieden sind; x kann deshalb im Nenner in einer beliebigen Potenz und 
mit einem beliebigen Residuum vorkommen, weil der Werth 2= (0 nur für 
= oo erreicht wird. Daher wird 


(1 (x) 


E er \P, eh 
y= GET L (2-4,) 'e 


‘ 


worin @(z) eine ganze rationale Function bedeutet, oder 
7 i ) . >kıri Imi g. F 
— g,(2—c,)  ( Bi (2—ı ) F- (2 Gl rn (2 ) 
y -o R\e e | 


Der Factor e stellt eine Fouriersche Reihe dar; R be- 
deutet eine rationale Function ihres Argumentes. Also y ist i. a., von einem 
Factor abgesehen, durch eine Fouriersche Reihe darstellbar, kann sich aber 


auch auf eine rationale Funetion der Exponentialfunetion redueiren. 


Beispiel: 
vu -y) = vw )N); 
vo = 1-w‘, 
w = 008(2—C,), 
PET 
11. 


In dem zweiten Theile dieser Abhandlung dehnen wir unsere Unter- 
suchung auf den Fall aus, dass die unabhängige Veränderliche s in der 
vorgelegten Differentialgleichung explieite enthalten ist, also auf die Diffe- 
rentialgleichung 

/ h) ! PEN 
(B.) Fa, y,y,y)=Q, 


in welcher F eine ganze rationale homogene l“unetion mter Dimension von 


*) Als singuläre Integrale erhält man wieder ce**. Vgl. Appell, Sur les invariants 
des equations differentielles. Journ. de Mathemat. par Liouville (1589), 4. Serie, V, p. 419. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 19 
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Y, Yy, y' bedeutet, deren Coefficienten analytische Functionen von 3 sind. 
Wir dividiren wieder durch y”, wodurch die Differentialgleichung (B.) 
übergehen möge in 


9, ae 21m 
(9) & 1:3) = 0, 
und setzen p- = w, also 5 —=w'-+w’, so erhalten wir: 


(10.) f(2, w, w+w’) = g(z, w, w) = (. 
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung hat die Form: 
vw = Y(3, GC), 
worin ec, die willkürliche Constante bedeutet, also das allgemeine Integral 
von (B.): 


(ya. c,) dz 
y= Ge 


Damit nun zunächst die Verzweigungspunkte desselben von ce, unabhängig 
seien, muss die Differentialgleichung (B.) nothwendig den Fuchsschen Be- 
dingungen genügen”); die „festen“ Verzweigungsstellen von w werden dann 
auch feste Verzweigungsstellen von y sein. 

Wenn ferner die Unbestimmtheitsstellen des Integrals y von den An- 
fangswerthen unabhängig sein sollen””), so darf nach unseren früheren Aus- 
einandersetzungen (vgl. S. 91) und nach den Entwickelungen von Herrn Fuchs 
(l. e.) nieht ein beliebiger Punkt 3 =z, ein derartiger Pol von g sein, dass 
(3—2,)y(z) für 3=z, unendlich wird”). Zum Zwecke dieser Unter- 
suchung setzen wir daher in 


(10.) 92, w, w) = 0 

1 5. a0 Den : er 
e=—,0=--rv; die Gleichung (10.) geht dann über in 

(11.) ha, vv, v)=(, 


und wir haben dieselbe für » = 0 zu betrachten. Die Entwiekelung von v 
in der Umgebung von »=(0 und eines beliebigen für die .Coeffieienten der 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1884 (26. Juni), S. 699. Vgl. auch 
meine Dissertation, 8.5 u. f. 
**) ie Stellen der Unbestimmtheit von w sind (vgl. Einleitung, S. 88) eo ipso 
fest; diese werden dann i. a. auch zu den festen Unbestimmtheitsstellen von y gehören. 
***) ]). h. genauer, man darf e, in @(z,ec,) nicht so bestimmen können, dass 
(3—2,)$(2, e,) für s=z, unendlich wird. 
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Differentialgleichung (10.) nicht singulären Punktes 3 = z, möge lauten: 
k k+1l 
v = av'+av ! +. (k ganze, / ganze positive Zahl), 
worin die Coefficienten a, convergente, nach ganzen positiven Potenzen von 
3—2, fortschreitende Potenzreihen bedeuten; z, möge so gewählt sein, dass 
a, für 3= 2, nicht verschwindet. Setzt man v=f, also v = If "f, so er- 
erhält man: 
Wi = af +a lt +. 
also 


G, k—i+1 GO, k-i+r2 | 
— t er 
l ö r l 


i 


Man kann k <Z/ voraussetzen, weil sonst aus dieser Gleichung ?=0, also 
auch v=0 als einziges entwickelbares Integral sich ergeben würde, das für 
3 = 2, verschwindet*). Dann ist 

da Ta 


p-! 
en u . 


di at+att!+.. a, 


i 


. l Pr . . m . e 
darin hat . fir 3=z, einen endlichen. von Null verschiedenen Werth. 


und es ist der Voraussetzung gemäss /—1—4 0. Daraus ergiebt sich in 
bekannter Weise: 
a3— 2 = but "+bt hen 


worin die 5,. b,. ... Constanten bedeuten; also 


1 


t = c(3—-32,) "+ 
und 
v = C,(3 — 2, w 
folglich 
1 Rz we 
wm = = 3 —2,) +... 
v c \ 


Soll daher nicht der willkürliche Punkt 3 = z, Punkt der Unbestimmtheit 
von y sein, so muss (3—z,)o einen endlichen Werth besitzen, d. h. es muss 


! k 
— — > 
= >20, 


*) Vgl. Fuchs, Ueber die Werthe, welche die Integrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung in singulären Punkten annehmen können, Sitzungsber. der Berl. Akad., 
1886, (11. März), S. 279. Hamburger, Ueber die singulären Lösungen der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, dieses Journal, Bd. 112, S. 211. 


15" 
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also, da 4 <Z I! vorausgesetzt war: 


SE ANSERT 





k<0 
sein. Da ferner der Fall 4<0 sich nicht mit den Fuchsschen Bedingungen 
verträgt, wonach in der transformirten Differentialgleichung (11.) k(z,v, v') = 0 
v für einen endlichen Werth von »v, also auch für v»=0 nicht unendlich 
werden darf, so bleibt als Bedingung k=0; d.h. v’ muss für v=0 von U 


IN 


ee 


RE 


verschieden sein, und v=U darf alsdann nach den Fuchsschen Bedingungen, 2 
da es kein Integral der Differentialgleichung (11.) ist, kein Verzweigungspunkt 
der algebraischen Function v' sein. ( 
Nach den obigen Ausführungen muss die Gleichung 
(11*.) h(z2, 0, v') = 0 
lauter von O0 verschiedene Wurzeln v’ besitzen, es sei denn, dass v’ min- 
destens vom ersten Grade in Bezug auf v verschwindet; dieselben können 
von z abhängig oder unabhängig sein: 
1) Es sei eine Wurzel v' = a, der Gleichung (11*.) von z abhängig, 
dann können wir den willkürlichen Punkt z, so wählen, dass a,(z,) nicht | 
verschwindet; die Entwiekelung von v' lautet dann: 
v = va) taz) -u)+ tar +aV’ +. 
Daraus ergiebt sich: | 
v= 0) -3)+b ++ 


wo b,. b,.... Uonstanten sind, also 


l 
A, 3.) f “ RE 
en == . 2 ++ -%3)+6%(3—2,) +". 
2. 
und daher 
1 
Y Zu (3 — z,) a 


worin P eine convergente, nach ganzen positiven Potenzen von s—z, auf- 
steigende Potenzreihe bedeutet. In diesem Falle ist daher der willkürliche 
Punkt s=z, für das Integral y zwar kein Punkt der Unbestimmtheit, da- 
gegen i. a. Verzweigungsstelle, und zwar ist auch die Art der Verzweigung 
von der Wahl der Anfangswerthe abhängig; eine Abhängigkeit dieser Art, 
dass nämlich auch die Art der Verzweigung in den beweglichen Verzweigungs- 
stellen sich mit den Anfangswerthen stetig ändert, tritt bei den Differential- 
gleichungen erster Ordnung noch nicht auf und ist daher für die nichtlinearen 
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Differentialgleichungen höherer Ordnung als charakteristisch anzusehen. — Ist 
übrigens a,(2,) eine complexe Grösse, so ist der Punkt z, für y, wie Herr 
Fuchs (Ueber die Werthe etc., a.a.O., S. 295) zeigt, genau genommen sogar 
ein Punkt der Unbestimmtheit. 

Wir bemerken noch, dass die Nullstellen von a,(z) zu den festen 
Punkten der Unbestimmtheit von y gehören; denn es verschwinde «a,(z) für 
z=b von der kten Ordnung, also: 


a,() = («-bP@-b) (P(0) + 0); 
dann folgt aus 
v = (z-bP(z—b)+av+---" 
dass 
v= Guls-b)t" te, ,(—b) 
also 
_r—1 ( 
" (3s—b) s—b 


und daher 


y=e en —_e 
ist; 3=b ist in der That Punkt der Unbestimmtheit von y. Es ist be- 
merkenswerth, dass ein Theil der Partieularintegrale y keine Unbestimmt- 


heitsstellen zu besitzen braucht. während dies bei anderen der Fall ist. 


= . . . . 2 
nämlich bei denen mit den Anfangswerthen s=b, "- = x (r =). 
OÖ 7 
Beispiel: 
yy +p(a)y' = 0 
v = l+p(z 
v = /(i+p(z dz + 
2 
R 
j wd: (1 
y=Ge = Ge 
*) Sollte einer der Coeflicienten a; für s= 5b unendlich werden, so ist »—=b el 
falls i.a. ein singulärer Punkt für das Integral y: seine nähere Beschaffenheit erg 
sich aus den Untersuchungen von Briot und Bouquet (Journ. de l’ecole polytechn. cah. 36, 


p- 153 ff.) sowie von Picard und Poincare (Compt. rend. 1878: Journ. de l’e 
techn. cah. 45). 
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' 
Um ein Partieularintegral mit den Anfangswerthen 3 = z,, e —= oo in der 


Umgebung eines Punktes 3 =z,, für welchen p(z) einen endlichen Werth 
hat, zu entwickeln, kann man auch direct ansetzen: 


= (3-23) Plz -2) (e#+0), 
y = (8-3 PB+ls-%)P, 
y = e(e-1)a- "Br; 
es sei 
p@) = pla)+p (a) —-3)+, 
dann ergiebt sich für « die Gleichung 
(a —1l)+e'p(z,) = 0, 
und, da « von Null verschieden vorausgesetzt war: 
1 . 
1+p@,) ’ 
in der That ist hier a,(2) = 1+p(z). — Verschwindet p(z) für 3 = z,, so 
wird «=1; in diesem Falle ist y in der Umgebung von z, eindeutig. Ist 
p(z,)=—1l, so ist a,(2)=0, also n.O. z, ein Punkt der Unbestimmtheit 


A| 


' 


für die Integrale y mit den Anfangswerthen z = z,, e == 68, 


So lautet z. B. das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


yy +(22—1)y” = 0: 


[= 
y- {Ge = c, ( rn 3 y® 
z Ns+te, j 


also die Entwickelung der Partieularintegrale mit den Anfangswerthen 
' 
Yy > { \ 5 . 

3= 3. Em &© in der Umgebung des beliebigen Punktes z,: 


1 
3 — 30 


1 
- rer )* = (3—%,) ” B@-2,); 


! 


ferner derjenigen mit den Anfangswerthen = 1, : = x in der Umgebung 


von 3=1}: 


33 
BEE *. —-3)P(@-4$); 


! 
endlich derjenigen mit den Anfangswerthen 3= (0, Ä -= x in der Umgebung 
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! 
1 . j 
von 3=(, da, wenn r =; —. für z=0 unendlich gross werden soll, 


> 
a ——C, 


ec, =0 sein muss: 


2) Die Gleichung (11*.) sei bis auf einen nur z enthaltenden Factor 
von z unabhängig; dann sind alle Wurzeln v’ derselben von z unabhängig, 
und für die von Null verschiedenen folgt aus der Entwickelung 


! 


v = M+ta,(z)r+a,(z)v’+---, 
in welcher a, von Null verschieden und von z unabhängig ist, ähnlich 
wie vorher: 


> f 2 \a P(z—z,) 
Yy — (3 — 2) e . 


In diesem Falle ist der willkürliche Punkt z=z, zwar ebenfalls Ver- 


” ” 1 . 5 r 
zweigungspunkt von y, — es sei denn, dass 5 gleich einer ganzen Zahl 


v 
p ist —, aber die Art der Verzweigung ist von der Wahl der Anfangs- 
werthe unabhängig. 

Das Ergebniss unserer Untersuchung lässt sich nunmehr folgender- 
massen aussprechen: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die ent- 
wickelbaren Integrale der Differentialgleichung (B.) feste singuläre Punkte be- 
sitzen, sind die folgenden: 

1) Die Differentialgleichung (10.) muss den Fuchsschen Bedingungen 
genügen. 

2) Die Wurzeln v der Gleichung (11*.) müssen von z unabhängig und 
zwar, falls sie nicht mindestens vom ersten Grade in Bezug auf v verschwin- 
den, reciproke Werthe ganzer Zahlen sein. 

Ueber die äussere Gestalt der Differentialgleichung (B.) lassen sich 
aus diesen Bedingungen ähnliche Schlüsse ziehen wie im ersten "Theile 
dieser Abhandlung über (A.). — Die festen Verzweigungsstellen der Integrale 
von (B.) sind diejenigen der Integrale von (10.) sowie diejenigen festen 
Pole erster Ordnung der letzteren, deren Residuen keine ganzen Zahlen 
sind; die Art der Verzweigung kann dabei von der Wahl der Anfangs- 
werthe abhängig oder unabhängig sein. Die festen Unbestimmtheitsstellen 
der Integrale von (B.) sind diejenigen der Integrale von (10.) sowie die 


festen Pole höherer als erster Ordnung der letzteren. 
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Beispiele: 


„ 2 1 t 
| vu" -y + = 0, 
(a.) : 
7 = 62". 
Die „festen“ Punkte 3=0 und z3=®* sind Verzweigungsstellen; die Art 
der Verzweigung ist von der Wahl der Anfangswerthe abhängig. 
A ‚ 1 2 
yWy-y roıy > v, 
(b.) a 
» = 6330", 
Der Punkt z3=0 ist algebraische Verzweigungsstelle; die Art der Ver- 
zweigung ist von der Wahl der Anfangswerthe unabhängig. Der unendlich 
ferne Punkt ist, wenn ec, #0, ein Punkt der Unbestimmtheit mit bestimmter 
algebraischer Verzweigung. 


wi Y=(, 





(e) 
| y= G3e”. 

Der Nullpunkt ist logarithmische Verzweigungsstelle; z= * ist wieder Punkt 
der Unbestimmtheit mit bestimmter (logarithmischer) Verzweigung. 


») 








w-y+—y =), 

(d.) 
y- Se’. 

Der Nullpunkt ist ein Punkt der Unbestimmtheit. Aehnlich: 

Ei A SE 
De A Bra 

(e) and 
E de Ge B 


Hier sind 3=0 und z=» Unbestimmtheitsstellen ohne Verzweigung. 
Dagegen: 





i [z) z—] 5) 
a 
(f.) 
/ d;; lz 
er 
rn 2—?2 
yy -—y =N), 
N 
(g.) 
f 2—C, ’ 
Ben \z14 e7 





ei 

x“ 
2 
; 
.* 
b3 
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Bei den Integralen von (f.) und (g.) verschieben sich die singulären Punkte 
mit den Anfangswerthen, weil die Wurzeln v’ der Gleichung (11*.) von z 
abhängig sind. 

Wie ich in meiner Arbeit „Beitrag zum Studium der Differential- 
gleichungen ete.“ (Zeitschr. für Math. u. Phys, XXXV, 6: S. 340) gezeigt 
habe, ist das Geschlecht der durch die Gleichung (10.) definirten .algebrai- 
schen Function we von w: p=(m-—1)’”. — Ferner kann man nach den 
Untersuchungen von Herrn Poincare (Acta Math., 7:1, S.1: „Sur un 
theoreme de M. Fuchs“) drei Fälle unterscheiden, je nachdem p=(0, p=1 
oder p>1 ıst: Im ersten Falle lässt sich die Differentialgleichung (10.) 
durch Lösung einer Riccatischen Differentialgleichung*), im zweiten durch 


*) Als Beispiel hierzu möge diejenige Differentialgleichung (B.) behandelt werden, 
deren zugehörige Differentialgleichung (10.) selber eine Riccatische ist. Da in diesem 
Falle y’ in (B.) nur zur ersten Potenz erhoben vorkommen darf, so lautet diese Glei- 
chung zunächst (vgl. S. 96): 

my 2 = 2 BEE 
yy rpıy TPp.yytpy =, 
und die Gleichung (10.): 
! ' \ 2 | . — 
o+(l1+p,)w’+p,w+p, =. 
u ee 1 u A ug 
Dieselbe lässt sich bekanntlich durch die Substitution w = i auf die lineare 
rPp, u 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
! 
Fi P, 


u Ti — — 4 Ju’ -(l1+p,)p.u = 0 
a FRE HTRID, 
zurückführen; es seien «, und «, zwei Fundamentalintegrale derselben, so ist: 


l u, +c,u), I —— 2a 
7) —, also: y=c,e !#: 1 


N 4 
l+p, u, +te,u, 


Die Gleichung (11.) lautet hier: 


v’ —] + pP, +P; v + p,v°: 
soll daher auch unsere zweite Bedingung erfüllt sein, so muss 1+p, von s unabhängig, 
. 1 h 
und zwar gleich dem reciproken Werth einer ganzen Zahl n, also p, = —] sein. In 
l ” n 


diesem Falle lautet das Integral 
y= c,(w +c,u,)". 
Die nte Potenz des allgemeinen Integrals einer linearen homogenen Differentialgleichung 
weiter Ordnung u" +p,u+p,u = ist also das allgemeine Integral der quadratischen 
homogenen Differentialgleichung yy'+\ - —1)y” Fp,yy tnp,y’=0, wovon man sich 
durch Ausführung der Substitution y = u" in einer der beiden Differentialgleichungen 
auch leicht direct überzeugt. 
Journal für Mathematik Bd. OXIX. Heft 2. 16 
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Quadraturen integriren. Im dritten Falle endlich, der das grösste Interesse 
darbietet, ist das allgemeine Integral von (10.) algebraisch, falls die vor- 
gelegte Differentialgleichung (B.) auch in z algebraisch ist, also das Integral 
von (B.) die Exponentialfunction eines Abelschen Integrals: 


NV wa, cı) dz z 


(12.) y= oe 


w ist durch eine algebraische Gleichung 


(13.) | G(w, 3, C,) = p(3)pu(2, c)w”+gp,(2, a)w"'+t-- 
| | +n-1(2, c)w-+Y,(2, c,) = 0 


definirt, in welcher die p, ganze rationale Functionen ihrer Argumente be- 
deuten. Die Gleichung (13.) hat, wenn die vorgelegte Differentialgleichung 
(B.) den aufgestellten Bedingungen genügt, folgende Eigenschaften: 1) Die 
Entwickelung von » nach steigenden Potenzen von 3—w(e,), wo w(e,) eine 
Wurzel z der Gleichung 9,(2, c,) = 0 bedeutet, beginnt mit k(s—w(e,)) ', 
wobei % eine ganze positive oder negative Zahl ist. 2) Die Diseriminante 
der durch (13.) definirten algebraischen Funetion » von z und e,, d.h. die 


nn 


a8 } I)G 
Eliminationsresultante von ® aus = 0 und 2 — () lautet: 
dJ = D(2).D,(z, c) = V, 


worin D(z) von e, unabhängig ist; die durch D,(z, c,) = 0 gegebenen Wurzeln 
= x(c,) liefern keine Verzweigungspunkte von w. — In dem Integral (12.) 
sind daher die Verzweigungsstellen des als Exponent von e auftretenden 
Abelschen Integrales sowie die algebraischen Pole der etwa in demselben 
enthaltenen Integrale zweiter Gattung von den Anfangswerthen unabhängig, 
während die logarithmischen Unendlichkeitsstellen der etwaigen Integrale 
dritter Gattung sich mit denselben verschieben können; in der Umgebung 
einer solehen Stelle lautet die Entwickelung von (12.): 


y = ©(3-v(le))P(lz- w(e)), 
wo k eine ganze Zahl ist und P eine nach ganzen positiven Potenzen von 
3—w(e,) aufsteigende, in gewissen Grenzen convergente Potenzreihe bedeutet, 
deren Coefficienten von ec, abhängen. Als Beispiel möge die Integralfunetion 


f G(z, c,) u 


y= oe 79 angeführt werden, worin R(z) eine ganze rationale Func- 
tion 2nten Grades, @(z, c,) eine solche höchstens (»a—2)-ten Grades in z 
bedeute. Da der Exponent von e ein hyperelliptisches Integral erster 
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Gattung ist, so sind hier überhaupt keine Unendlichkeitsstellen, weder alge- 
braische noch logarithmische, vorhanden, und die Verzweigungspunkte sind 
von c, unabhängig. 

Das Wichtigste bei diesem dritten Falle ist aber, dass » als algebraische 


Funetion von z ausser algebraischen Verzweigungsstellen selber keine Sin- 


gularitäten besitzt, sodass die Entwickelung des Integrales (12.) in der Um- 
sebung einer der festen Unbestimmtheitsstellen z,, welche die Wurzeln von 
p(z)=0 sind, folgendermassen lautet: 

rn 

— ki 

y=- ce a "(3)" P(s-3): 

darin sind die 4, positive rationale Zahlen, die r,, und «, beliebige Grössen, 
während P(z—z,) eine nach positiven, ganzen oder gebrochenen Potenzen 
von 3—z, fortschreitende, in einem hinreichend kleinen Bereich convergirende 
Potenzreihe bedeutet; ist z, nicht gleichzeitig eine Wurzel von D(z) =, 
so sind die A, ganze Zahlen, und P(z—z,) schreitet nach ganzen Potenzen 


von % 





z, fort. — Es kann auch y selber eine algebraische Function von 3 


sein, nämlich dann, wenn / waz der Logarithmus einer algebraischen Function 


ist; die Bedingung dafür hat Abel aufgestellt: es muss dann nämlich 


l i i . s DD 
/ wdz = logR(z, w) sein, worin R eine rationale Function ihrer Argu- 


mente und d eine ganze Zahl bedeutet (vgl. Königsberger, Allgemeine 
Untersuchungen aus der T'heorie der Differentialgleichungen (1882), S. 123). 

Eine Ausdehnung der vorliegenden Abhandlung in der Richtung der 
Painleveschen Untersuchungen behalte ich mir vor. 
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Ueber die Zurückführung der Divisorensysteme 
auf ihre reducirte Form. 


(Zweite Abhandlung.) 
(Von Herrn Kurt Hensel.) 


In einer kürzlich in diesem Journale veröffentlichten Abhandlung *) 
habe ich gezeigt, dass jedes Modulsystem (F,(x), F,(x), ..., F,(z)) einem 
eindeutig bestimmten, sog. redueirten Systeme äquivalent ist, und damit die 
Frage, unter welchen Bedingungen zwei derartige Systeme: 

(F.(&), ..., F,(@)) und (G(e), ..., @,(z)) 
äquivalent sind, durch den folgenden Satz beantwortet: 
Zwei Modulsysteme sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die zugehörigen redueirten Systeme identisch sind. 

In jener Arbeit wurde aber kein Verfahren angegeben, um das zu einem 
beliebig gegebenen Systeme gehörige reducirte System wirklich zu finden, und 
daher sind, solange ein solches Verfahren fehlt, die dort gefundenen Resul- 
tate praktisch unbrauchbar. In dieser Arbeit will ich daher ein endliches 
und leicht anwendbares Verfahren auseinandersetzen, um diese Ueberführung 
eines beliebig gegebenen Divisionssystemes in seine reducirte Form wirk- 
lich durchzuführen. 


Es sei 
(M) = (Fı(e), Fl), ..., F,@)) 
ein Modulsystem, dessen Elemente F,(x) beliebige ganze ganzzahlige Func- 
tionen von x sind. Da man zunächst einzig und allein durch Anwendung 
des Euklidischen Verfahrens den grössten gemeinsamen Theiler jener u 


*) K. Hensel, Ueber die Zurückführung der Divisorensysteme auf eine reducirte 
Form, erste Abhandlung; dieses Journal, Bd. 118 S. 234—251. 
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Funetionen finden, und ihn dann durch einfache Division beseitigen kann, 
so will ich von vornherein annehmen, dass diese Elemente keinen T'heiler 
dieser Art besitzen. Ein solches System nenne ich nach Kronecker ein 
reines Divisorensystem zweiter Stufe. 

Haben nun F,(«), ..., F,(z) keinen gemeinsamen Theiler, so kann 
man wieder allein durch das Euklidische Verfahren « ganze Funetionen 
von x so bestimmen, dass die Gleichung: 


pıla)F(l@)+pl@)Rla)++p,@)F,(e) = 1 

identisch erfüllt ist, jedoch werden die Zahleneoefficienten jener Funetionen 
im allgemeinen rationale Brüche sein. Multiplieirt man aber diese Glei- 
chung mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen m aller in ihr auftreten- 
den Nenner, so erhält man eine neue Gleichung: 

(1.) PD, (<)F,(z)+P,(z)F,(X) + +P,(@)F,(x) = m, 
in der die Coefficienten 2,(x) jetzt ganz und ganzzahlig sind, und aus ihr 
geht hervor, dass das ursprüngliche System (M) dem neuen: 

(m, F,(z), Fı(z), ..., F,(®)) 
äquivalent ist, weil die hinzugefügte ganze Zahl m nach (1.) durch das 
System (M) theilbar ist. Ist nun: 
Eu 5 SR 


die Zerlegung von m in seine Primzahlpotenzen, so folgt aus der Aequivalenz: 


(2) (u... Ble)..) = (9: FI er dr) et le) 


dass die Reduction der allgemeinen Modularsysteme (M) zurückgeführt ist 
auf die Betrachtung der Systeme: 

(3.) (M,) = (p‘, F(&), ..., F,(&)) 
welche sich von dem ursprünglichen nur dadurch unterscheiden, dass seinen 
Elementen noch die Potenz einer Primzahl hinzugefügt ist, welche durch 
das soeben auseinandergesetzte Verfahren rational bestimmt wurde. 

Aber diese Systeme (M,) können nun weiter in das Produet von 
noch einfacheren Systemen zerlegt werden; hierzu führt die folgende Be- 
trachtung: Von den Elementen F,(x), ..., F,(xz) muss mindestens eins, etwa 
F,(x) durch p nicht theilbar sein, da sonst alle Elemente den gemeinsamen 
Theiler p besässen, also (M) kein reines Divisorensystem wäre. Denkt 
man sich nun F,(x) modulo p in seine irreductiblen Faetoren zerlegt, so 
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ergiebt sich eine Gleichung von der Form: | 
F,(@) = P*Pi--—pF,(«) 

aus welcher hervorgeht, dass die Differenz auf der rechten Seite durch das : 


Divisorensystem (M) also a fortiori durch (M,) theilbar ist. Erhebt man { 

nun beide Seiten der aus dieser Identität folgenden Congruenz: | 
P“Pi... = pF, (mod.M,) 

zur aten Potenz, so wird auch ihre rechte Seite p“.F“ durch (M,) theilbar; 

setzt man also links zur Abkürzung a« =b, ao, =b, ... so erhält man: 


P’P'... = 0 (mod.M,), 


d.h. es kann das Produet P’P;... den Elementen des Systemes hinzugefügt 
werden, ohne es im Sinne der Aequivalenz zu ändern. Da aber die Func- 
tionen P', PY', .... modulo p theilerfremd sind, so erhält man hieraus die 
folgende Zerlegung von (M,): 


(M)- (pP; F..-F, PP.) o(p%, Fı...F,, P)(p, F...F,., Pr)... 

in welcher sich die Factoren auf der rechten Seite nur dadurch von dem 
ursprünglichen Systeme (M) unterscheiden, dass seinen Elementen als Zahlen- 
element eine Primzahlpotenz p* und als primitives Element die Potenz einer 
modulo p irreduetiblen Function hinzugefügt sind, welche beide allein durch 
Anwendung des Euklidischen Verfahrens bestimmt werden können. Im 
Folgenden brauchen daher nur diese Factoren von (M) weiter untersucht 
und in ihre reducirte Form übergeführt zu werden, und dies ist die eigent- 
liche Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 





$ 2. 
Es sei jetz* 
(4.) (Bj =’, Ale), ..., File), P) 
ein System der am Ende des vorigen Abschnittes angegebenen Art, in 
welchem also p” eine beliebige Primzahlpotenz und 


P(z) = "+02" +02""+..-+c, 


irgend eine modulo p irreductible ganzzahlige Function von x bedeutet, in 
welcher der Coeffieient der höchsten Potenz von x offenbar gleich Eins 
angenommen werden kann. 

Die einfachsten Systeme dieser Art sind von der Form: 


(#*.) AT) = (p, P(e)); 








a: 
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für sie ist also a=5b=1 und «=(. Mit ihnen haben sich die Mathe- 
matiker schon sehr oft beschäftigt, und Leopold Kronecker hat bereits ge- 
zeigt, dass ihnen und ihnen allein diejenige Eigenschaft zukommt, welche 
in der reinen Zahlentheorie für die Primzahlen charakteristisch ist, dass 
nämlich eine beliebig gegebene Function F(x) entweder durch (/T) theilbar, 
oder zu (/7) relativ prim ist, dass also stets: 
(Fa), J)=1 oder — (IN 

sein muss. Aus diesem Grunde sollen diese einfachsten Systeme im An- 
schlusse an Kronecker Primdivisoren oder Primmodulsysteme genannt werden. 

Die Systeme (4.) sind also im allgemeinen keine Primdivisoren (IT), 
aber sie haben die charakteristische Eigenschaft, dass sie, falls sie nicht 
äquivalent Eins, also überhaupt keine Divisorensysteme sind, stets einen 
und auch nur einen Primdivisor dieser Art als T'heiler enthalten. In der 
That beweist man zunächst leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: 

Ein Modulsystem (/7) = (p‘, F(xz), P') ist dann und nur dann 
äquivalent Eins, wenn F(x) durch den zugehörigen Primdivisor 
(/I)= (p, P) nicht theilbar ist. 

Ist nämlich F(x) durch (p, P) divisibel, so gilt dasselbe auch von 
dem System (/7T), da dann seine drei Elemente den Primdivisor (/7) ent- 
halten; dann kann also (/J) nicht äquivalent Eins sein. Ist dagegen F(x 
durch den Primdivisor (/7)) nicht theilbar, ist also: 

(Fe), p, P@)) “1 

so gilt dasselbe auch von jeder Potenz dieses Systemes; insbesondere ist also: 
(F, p, PY+* = (...Fp#P..) 1. (+u+rv = a+b) 
Diese Potenz ist aber durch (/T) = (F, p‘, P’) theilbar, denn jedes seiner 
Elemente F’p“P’ ist für >0 ein Multiplum von F, dagegen für = (0 
also u+v =a+b entweder durch p“ oder durch P’ theilbar, je nachdem 
«a oder u<oa, v>b ist. Also ist unter dieser Voraussetzung in der 

That (Mn 1, w. z. b. w. Hieraus folgt aber weiter der Satz: 

Ein beliebig gegebenes System: 
(IT) = (ps, F....F,, P)) 

ist dann und nur dann nicht äquivalent Eins, wenn alle seine 
Elemente F,(z) den zugehörigen Primdivisor (I) = (p, P) ent- 


halten, wenn also (/7) durch (/T) theilbar ist. 
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Andererseits enthält aber (ZT) auch keinen einzigen anderen Prim- 
factor (IT,) = (p,, Pı(z)), für welchen beide Elemente p,, P, oder auch nur 


eins von denen von (/T) verschieden sind, denn dann ist ja (/7,) nicht ein- 
mal in den beiden Elementen (p“, P’P) von (/T) enthalten. Aus diesem 
Grunde sollen die Systeme (/7) in (4.) einfache Divisoren- oder Modulsysteme 
genannt werden. 

Hiernach können in der im ersten Abschnitte dieser Abhandlung 
durchgeführten Zerlegung alle und nur die einfachen Systeme (p“, F,...F,, P') 
fortgelassen werden, für welche auch nur ein Element F;(x) durch den zu- 
gehörigen Primtheiler (7) = (p, P(x)) nicht theilbar ist. Das Resultat jenes 
ersten Abschnittes kann dann in dem Satze ausgesprochen werden: 

Jedes reine Modulsystem zweiter Stufe kann auf rationalem 
Wege in ein Produet von theilerfremden einfachen Divisoren- 
systemen zerlegt werden. 


$ 3. 

Der Untersuchung des einfachen Systems (//) schicke ich einige 
allgemeinere Bemerkungen voraus, welche die enge Beziehung zwischen 
diesem Probleme und dem der gleichzeitigen Betrachtung einer Anzahl von 
algebraischen Curven in der Umgebung eines beliebigen Punktes dar- 
legen sollen. 

Will man eine Curve F(z,y) =0 in der Umgebung einer Stelle 
(ze=a,y=) untersuchen, so vereinfacht man die Frage dadurch, dass 
man die Funetion F(x, y) in eine nach Potenzen der zugehörigen Linear- 
factoren (e—e) und (y—P) fortschreitende Reihe entwickelt, und alsdann 
nur eine durch die Bedingungen der Aufgabe jedesmal vollständig bestimmte 
Anzahl ihrer ersten Glieder untersucht, während man von allen späteren 
absieht. Dies heisst aber nichts anderes, als dass jene Function F(z, y) 
nicht an und für sich, sondern nur für ein ganz bestimmtes Modulsystem 
((2— 0)‘, (y-P)) zu untersuchen ist, denn bei dieser Betrachtung können 
in der Entwickelung 


(3.) F(z, y) = Za,(2-e)(y—P)' 


aut der rechten Seite alle und nur die Glieder fortgelassen werden, für 


welche i—a oder k —b ist. Die gleichzeitige Untersuchung einer Anzahl 
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von Curven: 
Fa, )=0, Fa, y)=0, 
in der Umgebung einer Stelle («, #) deckt sich also vollständig mit der 


Betrachtung eines Divisorensystemes: 


6) (Me (@-a), Fa, y --. Fu, W. (9-B)). 


uA\ 


a /, ER 
.. Fa y=V 


J/ 


In einer demnächst erscheinenden Arbeit wird gezeigt werden, in welcher 
Weise diese neue Anschauung für die genaue Untersuchung der Uurven- 
schaaren verwendet werden kann. Hier soll nur darauf aufmerksam ge- 
macht werden, dass die hier zu betrachtenden Systeme: 


(IT) (p‘, F(&), ..., F,(«), P’) 


den in (6.) angegebenen vollständig entsprechen, wenn man an Stelle des 
jereiches |x, y] der ganzen Functionen zweier Variablen mit beliebigen 
Coeffieienten, den Bereich [1, x] der Functionen von einer Variablen mit 
ganzzahligen Coefficienten zu Grunde legt. Die Untersuchung der einfachen 
Divisorensysteme (//) des Bereiches [l, x] kann also interpretirt werden als 
die gleichzeitige Betrachtung der ganzzahligen Functionen F,(r), ..., F,(=) 
in der Umgebung einer durch die beiden primitiven Elemente p und P(z) 
charakterisirten Stelle des Bereiches [1, «|. 

Ebenso nun, wie die im Anfange dieses Abschnittes betrachtete Auf- 
gabe der Uurventheorie wesentlich übersichtlicher wird, wenn man jene 
Funetionen F(z, y) in die Reihen (5.) entwickelt, erhält man auch hier eine 
ganz überraschende Einfachheit und Anschaulichkeit bei der Reduetion des 
Systems (//), wenn man seine Elemente F;(x) nach Potenzen der beiden 
zugehörigen Elemente p und P entwickelt. 

Die Möglichkeit einer solchen Betrachtungsweise ergiebt sich un- 
mittelbar aus dem folgenden Satze: 

Jede ganzzahlige Function F(x) ist modulo 
Form darstellbar: 


(p 2 P’\ stets in der 


a—1 1 
F(xz) = FE YNa,pP‘ (modd.p‘, P 


il) kl 
in welcher die Coefficienten a, für den zugehörigen Primdivisor 
(IN) = (p, P(x)) redueirt, d. h. solche Functionen von x sind, deren 
Grad kleiner als zn ist, und deren Zahlencoeflieienten der Reihe 
0, 1, 2, ...., p—1l angehören. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 17 
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In der That: entwickelt man F(x) zunächst nach Potenzen von P 
so erhält man eine Congruenz modulo P’: 


F(x) = B,+B,P+-.-+B,_,P’" (mod.P’), 


2 


in welcher die Coefficienten B;(x) von niedrigerem als dem ten Grade sind, 
und aus ihr geht die obige Congruenz (7.) hervor, wenn man alle Zahlen- 
eoeffieienten der Funetionen B;(x) modulo p‘ in der Form &,-+@,p+---+«,_,p 
darstellt. Im Folgenden sollen die ab Glieder a,p'P* dieser Entwickelung 
stets in der Weise geordnet werden, dass sie nach der Reihenfolge der aus 
ihren Exponenten i und k als Ziffern gebildeten zweistelligen Zahlen (i, %) 
auf einander folgen, so dass also ein Glied a,,p"P“ von höherer Ordnung 
ist, als ein anderes a,p’P', wenn ö, >i, oder, falls ö, =i sein sollte, wenn 
k, > k ist. 

Alle Funetionen F(x) zerfallen dann modulo (p“, P”) in zwei Klassen, 
nämlich in die, welche mit jenem Divisorensysteme einen gemeinsamen 
Theiler haben, und solehe welche zu (p‘, P’) relativ prim sind. Die letz- 
teren sollen Einheiten modulo (p‘, P') genannt werden; aus den Bemerkun- 
sen am Ende des vorigen Abschnittes folgt dann, dass F(x) dann und nur 
dann eine Einheit modulo (p“, P’) ist, wenn in ihrer Entwickelung (7.) 
nach Potenzen von p und P der erste Coefficient a, von Null verschieden 
ist, denn nur in diesem Falle ist F(z) durch den zugehörigen Primdivisor 
nicht theilbar. 


$4. 


Die Entwiekelungen des vorigen Abschnittes können nun dazu be- 
nutzt werden, um die Elemente eines Modulsystemes auf eine möglichst 
einfache Form zu bringen. Zu diesem Zwecke beweise ich zunächst den 
folgenden Satz: | 

Ein einfaches Modulsystem: 


(IM) = (p“, Fila), ..., F,(@), P°) 


wird im Sinne der Aequivalenz nicht geändert, wenn man irgend 
eines seiner Elemente F;(x) mit einer beliebigen Einheit modulo 
(p“, P’) multiplieirt. 
Offenbar genügt es, diesen Satz für ein System (p‘, F(x), P’) von 
nur drei Elementen zu beweisen. Ist aber e(z) irgend eine Einheit, so be- 


mM 
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steht nach einem bekannten Satze die Aequivalenz: 
@.F, p%, P)= (6, p% P)CH, p, P)) 


weil das System (e, F, p‘, P’) 1 ist, und da auch (e, p‘, P)- 1 ist, weil 
e u. d. V. eine Einheit ist; so geht die obige Aequivalenz über in die 
folgende: 

(eF, p‘, P) = (F, p‘, P)) 
welche bewiesen werden sollte. 

Dieses Resultat benutze ich nun, um die Elemente eines einfachen 
Modulsystemes in der oben angedeuteten Art umzuformen. Es besteht 
nämlich der folgende Fundamentalsatz: 

Ist F(x) eine beliebige Funetion von x, deren Entwickelung 
modulo (p“, P’) mit dem Gliede niedrigster Ordnung p'P' beginnt, 
so kann man sie stets mit einer solchen Einheit &(z) multiplieiren, 
dass das Produet die folgende Gestalt hat 
F(z) = e(z)F(x) = p'(P'*+A,P'"+4A,P'”+...-+4A,) (mod.p“, P’), 
wo die Coeffieienten A, modulo P(x) redueirt und sämmtlich durch 
p theilbar sind. Diese Form F(x), in welche somit jedes Element 
F(x) durch Multiplication mit einer Einheit stets übergeführt wer- 


OP- 
J 50 


den kann, soll die primäre Form von F(xz) modulo (p‘, P 
nannt werden. 

Zunächst kann man nämlich F(x) mit einer solchen Einheit multi- 
plieiren, dass der Coefficient des niedrigsten Gliedes gleich Eins wird. Hat 
nämlich in der Entwickelung von F(x) das Glied niedrigster Ordnung pP 
den Coeffieienten a,, so sei 

F(xz) = a,p'P'+>8a,,p"P" (modd.(p‘, P”)); 


wählt man dann für e(z) den complementären Factor zu a, modulis (p, P), 
so vertritt die Congruenz &.a,=1 modd.(p, P) eine andere 

&a; = 1+0,p+0uP+-- modd.(p‘, P’). 
Multiplieirt man also F(x) mit e(z), entwickelt alle Producte &a,, nach 
Potenzen von p und P und ordnet dann wieder nach Potenzen von p und P, 
so erhält man eine Entwickelung 


eF(x) = p'P’+>3b,,p"P" (mod.p‘, P’), 
in welcher der Coefficient des niedrigsten Gliedes gleich Eins ist. Es kann 
daher jener Coefficient von vornherein gleich Eins angenommen werden. 
13” 
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Es sei also jetzt 
F(xz) = p'P'+8a,,p"P" (modd.p‘, P’), 
wo die auf das erste folgenden Glieder sämmtlich von höherer Ordnung 
sind. Dann spricht der zu beweisende Satz nur aus, dass man durch Multi- 


plication von F(x) mit einer Einheit alle Glieder a;, p" P* fortschaffen kann, 
in welchen zugleich i, Zi, kk—Zk ist. Es sei nun 


a,,,p" P" 
das niedrigste Glied dieser Art in der Entwickelung von F(x). Dann fällt 
in der Differenz: 
F@)-a,,pPY Fa) = Fla)l-a,, p“Pr) 


jenes Glied offenbar fort, aber ebenso leicht sieht man auch, dass in jener 
Differenz nicht etwa ein niedrigeres Glied dieser Art neu hinzutreten kann, 
denn ein solches Glied kommt im Minuendus jener Differenz n. d. V. nicht 
vor, ebenso wenig aber auch im Subtrahendus, da in ihm das sich fort- 
hebende Element überhaupt das niedrigste ist. Ebenso nun, wie man durch 
Multiplieation mit der Einheit e(=) = 1—-a,,p"" P'"* das niedrigste auf p'P' 
folgende Element dieser Art fortschaffen konnte, kann man jetzt in der 
umgeformten Funetion das nächst niedrige Element zum Fortfallen bringen 
und hiermit so lange fortfahren, bis man die primäre Form erhalten hat, 
und hiermit ist jener Hauptsatz vollständig bewiesen. 
Ist F(x) speciell eine Einheit, also «=k=0, so ist die zugehörige 
primäre Form offenbar gleich Eins, und man erhält so als Corollar den Satz: 
Zu jeder Einheit e(x) kann man stets eine complementäre Ein- 
heit e'(z) so finden, dass die Öongruenz: 
e(z)e(z) = 1 (modd.p‘, P') 
erfüllt ist. 
Denkt man sich eine ganze Function F(x) von x statt nach Potenzen 
dieser Variablen nach Potenzen der irreductiblen Funetion ? geordnet, so 
erhält man eine Darstellung 


F(P) = A,P'’+A,P'"+..+A4, 


in welcher die Coeffieienten A,, ..., A, modulo P redueirt, d.h. von nie- 
drigerem als dem ten Grade in = sind. Dividirt man nun F(z) durch 
eine Function 


&(P) = P+B,P''+..+B,, 
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in welcher der Üoefficient der höchsten Potenz von P gleich Eins ist, so 
gilt genau ebenso wie bei der gewöhnlichen Darstellung der folgende wich- 
tige Satz: 
Eine ganze Function F(P) kann stets in der Form geschrieben 
werden: 
(7) F(P) = &(P)G(P)+R(P), 

in welcher G(P) eine ganze Function des (s—k)-ten und R(P) 

eine solche von niedrigerem als dem Akten Grade von P mit 

modulo P redueirten Coefficienten ist. 

Setzt man nämlich @(P) und R(P) als ganze Functionen jener Grade 
mit unbestimmten Coeffieienten an, so ergeben sich bekanntlich für jene 
(s+1) Coefficienten ebenso viele lineare Gleichungen, aus denen sie sich 
als ganze ganzzahlige Functionen der Üoeffiecienten A, und B, bestimmen. 
Jedoch werden dieselben im allgemeinen keineswegs modulo P redueirt, 
sondern von viel höherem Grade als dem ten sein. Betrachtet man aber 
jetzt dieselben Gleichungen nur als Congruenzen modulo P, so bestimmen 
sich jene (s+1) unbekannten Coefficienten ebenfalls, aber als redueirte 
Funetionen, und man erhält so zwei Funectionen @,(P) und AR,(P) derart, 
dass in der Differenz F(P)—-G,(P)P(P)—R,(P) alle Coefficienten durch P 
theilbar sind. Setzt man jetzt 

F(P\—-G,(P)£(P)A—-R(P) = F,(P), 
so ist F,(P) eine ganze Function von z, welche in x von niedrigerem 
Grade ist, als F(P), denn auf der linken Seite dieser Gleichung hebt sich 
das höchste Glied in F(P), nämlich A,P’ gegen das höchste Glied in dem 
Producte der beiden redueirten Functionen @,(P) und Z(P) fort, weil in 
P(P) der Coefficient von P* gleich Eins ist. Ordnet man also jetzt F,(P 
nach Potenzen von P, so erhält man durch genau dasselbe Verfahren für 
diese Function eine neue Gleichung derselben Art: 

F, (P)—-@G,(P)&(P)—-R,(P) = F;,(P), 
wo F,(P) wieder von niedrigerem Grade in x ist als F,(P). Fährt man 
also in derselben Weise fort, so gelangt man zuletzt zu einer Function 
F,(P), für welche die zugehörige Differenz gleich Null ist, d. h. zu einer 
Gleichung: 

F,(P)—-@,(P)$(P)—-R,(P) = 0, 


und wenn man alle jene Gleichungen addirt, so fallen F,(P), F,(P), ..., F,(P) 
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auf beiden Seiten fort, und man erhält eine Gleichung: 
F(P) = (Z6(P))P(P)+(ER;(P)), 
i—ı) i—) 


und diese stimmt mit der in (7*.) angegebenen vollständig überein, wenn man 


G(P) = @(P)+@(P)+-+@,(P), 
R(P) = R£(P)+R(P)+--+R,(P) 


setzt; damit ist jene Behauptung bewiesen, weil ja @(P) und R(P) als 
Summen redueirter Funetionen selbst wieder redueirt sind. Ist speciell der 
höchste Coeffieient A, in F(P) gleich Eins, so lehrt die Vergleichung der 
höchsten Glieder in der Gleichung (7°.), dass dasselbe auch für @(P) der 
Fall ist. 
Multiplieirt man nun die Gleichung (7°) mit einer beliebigen Potenz 
p' von p, ersetzt darin p’F(P), p'P(P), p”@G(P) und p"R(P) wieder bezw. 
durch F(P), P(P), @G(P) und R(P), so ergiebt sich der wichtige Satz, wel- 
cher am Ende dieser Abhandlung benutzt werden soll. 
Ist F(P) eine beliebige ganze Function welche vom sten Grade 
in P ist, und den Zahlentheiler p” besitzt, und ist ?(P) eine pri- 
märe Funetion vom Grade k=s und vom Zahlentheiler p' = p’, 
so besteht stets eine Gleichung von der Form: 
F(P) = G(P)$(P)+R(P), 
in welcher @(P) den Grad s—%k und den Zahlentheiler p be- 
sitzt, während A(P) von niedrigerem als dem Akten Grade ist und 
den 'Theiler p” hat. Ist speciell F(P) ebenfalls primär, so gilt 
dasselbe von dem Quotienten G(P). 


Nunmehr kann das Verfahren zur Reduetion eines einfachen Modul- 
systemes: 


(I) = (p‘, F,(&), on F,(&), P') 


leicht angegeben werden: Zu diesem Zwecke denke ich mir seine Elemente 
modulo (p“, P') nach Potenzen von p und P entwickelt und greife das- 
jenige heraus, dessen Anfangsglied von der niedrigsten Ordnung ist; das- 
selbe muss dann eine Potenz von P allein sein, da ja unter den Elementen 
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von (IT) auch die Potenz P’ vorkommt. Es sei also 
F'’(z) = P"+... (modd.p‘, P’) 


jenes Element; führt man dasselbe in seine redueirte Form über, so erhält 
man ein neues Element von der Form 


D,(P) = P"+A,P""+4A,P""+..-+-A,, 


welches den Elementen von (/T) zugefügt werden kann, und dessen Üoef- 
fieienten A, Ay, ..., A, sämmtlich modulo P(x) redueirt und durch p theil- 
bar sind. In dem so sich ergebenden äquivalenten Systeme können nun 
alle übrigen Elemente modulo 2,(P) in P auf den (n,—1)-ten Grad redueirt 
werden; und so erhält man jetzt ein äquivalentes System: 


\ PN (1) e Ta N 
(7) = (B,(P), Fi’(z), F’(e), ...), 


dessen Elemente mit Ausnahme des ersten von niedrigerem als dem »,ten 
(srade und alle mindestens durch die erste Potenz von P theilbar sind, und 
zwar sei p“ die höchste Potenz von p, welche in allen jenen Elementen 
F}'’(z) ,... enthalten ist. 

Ich betrachte nun den Bereich [7/7] aller durch den einfachen Divisor 
(IT) theilbaren Elemente, d. h. alle Functionen 


(8.) F(xz) = w®,(P)+u, FÜ (2)+u,F (x) 


(2)+--- 
mit beliebigen ganzen ganzzahligen Coefficienten, und greife aus ihm alle 
Elemente heraus, welche durch p“ theilbar sind. Da alle Elemente 
Fi, F£’, ... diesen Zahlentheiler enthalten, so ist F(x) in (8.) dann und 
nur dann durch p“ theilbar, wenn dasselbe von «, gilt, wenn also «, = p" 
ist. Alle jene Funetionen und nur sie sind also in der Form darstellbar 

F(x) = w(p"B,)+u FÜ’ +wF\”+ 
d.h. ihr Bereich [7/7,] ist die Gesammtheit aller durch das einfache Divi- 
sorensystem: 

(9) = = (p? '®$,(P), F F’)(a ), F’(e).. .) 
theilbaren Funectionen, dessen Elemente alle den Zahlentheiler p“ enthalten 
und mit Ausnahme des ersten von niedrigerem als dem »,ten Grade sind. 
Zwischen den beiden einfachen Divisorensystemen (/7) und (/7,) besteht 
die Beziehung 

(IT) (&,(P), IT) 


und man braucht daher jetzt nur das einfachere System (/7,) oder den zu- 
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gehörigen Bereich [/7,] weiter zu untersuchen. Dieser neue Bereich ist 
ein Theilbereich von [7/7], und beide unterscheiden sich nur um die Multipla 
von 2,(P); da nun alle Elemente von [/7,] Vielfache von p“ sind, so er- 
kennt man ohne Weiteres, dass 2,(P) als eine Function des Bereiches [7/7] 
definirt werden kann, welche durch p nicht theilbar und von einem mög- 
lichst niedrigen Grade in P ist. 
Um nun das so gewonnene System 

(II) (p"®,, Fe), Fi’(@), ...) 
weiter zu redueiren, verfahre ich genau ebenso wie bei dem ursprünglichen 
Systeme (IT): Es sei wieder Fi’’(z) dasjenige Element von (IZ,), welches 
bei seiner Entwiekelung mit einem Gliede p°:P" von möglichst niedriger 
Ordnung anfängt. Dann ist 

d=d und nn <m, 

weil alle jene Elemente von niedrigerem als dem »,ten Grade sind, und 
senau den Theiler p“ enthalten. Transformirt man nun wieder F’(x) in 
seine primäre Form, so erhält man ein neues Element 

D(P) = p"(P"-+B,P""+...-+B,_,), 
dessen Coeffieienten B,(x) wieder modulo P redueirt und alle durch p theil- 
bar sind; fügt man nun dieses Element dem Systeme (//,) hinzu, und 


redueirt dann die übrigen Elemente modulo 2,(P) in Bezug auf P unter 
den »,ten Grad, so erhält man ein äquivalentes System 

(IT) (®,(P), Fa), F®e), ...), 
dessen Elemente F(zx) jetzt alle von niedrigerem als dem »,ten Grade in 
P und mindestens durch p“*' theilbar sind. 

Es sei jetzt p® >p“ der grösste gemeinsame Theiler aller jener 
Functionen. Greift man dann aus dem Bereiche [//,] aller durch (/7,) theil- 
baren Functionen: 

FO) = uB(P)+oF® (+ 
alle diejenigen heraus, welche nicht bloss durch p“ sondern mindestens 
durch p“ theilbar sind, so findet man genau wie oben, dass ihr Bereich 
[/7,| mit der Gesammtheit aller durch das einfache System: 


(IT) = (pY"®,(P), F® (a), FP@), ...) 
theilbaren Functionen zusammenfällt und, indem man die oben angeführten 
Schlüsse wiederholt, findet man den Satz: 


am 


rn 
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Alle Elemente des Bereiches [/7,] welche durch p“ theilbar 
sind, bilden einen Theilbereich [/7,] von [77,], welcher zu dem 
einfachen Systeme 


(IT) = (p&®,, F®, F®, ...) 


7 
gehört. Die Elemente Fi”, ... sind in P alle von niedrigerem 
als dem »,ten Grade und enthalten den grössten gemeinsamen 
Theiler p*“. Die drei einfachen Systeme (/T), (/7,), (II,) hängen 
durch die Aequivalenz 
(I) (2,(P), IT) (B,(P), P,(P), 7;) 

mit einander zusammen, und &,(P) ist eine Function des Bereiches 
[/7,], welche von möglichst niedrigem Grade in P, und genau 
durch p“ theilbar ist. 

In derselben Weise kann man jetzt offenbar das System (/7,) um- 
formen, und entsprechend weiter fortschreiten. Man erhält so eine Reihe 
primärer Funetionen: 

®,(P), 2, (P), 2;(P), 
deren Grade 
N. N,. N. 
immer kleiner, ihre Zahlentheiler 
1, 2”, Be 
aber immer grösser werden. Bei Fortsetzung dieses rationalen Verfahrens 
muss man also zuletzt zu einem primären Elemente 2#,(P) kommen, welches 
in P vom nullten Grade, also einfach gleich einer Potenz p” von p ist. 
Da aber in dem zugehörigen Systeme 
d, Hy alt 
(7) = (2", IM”, 9”, ...) 

. ” d,+1 . . .. . 
alle Elemente F? mindestens durch p”" theilbar sind, so können diese 
fortgelassen werden, d. h. für dieses letzte Element ist 

y d, 3 ( D\ 
(I1,) u P,(P), 
und aus dem Zusammenhange der Systeme (IT), (IL), ..., (IZ,) ergiebt 
sich unmittelbar die Aequivalenz: 


AT) = (BP), BılP), ..-, 2,(P)), 


in welcher im Wesentlichen die gesuchte Reduetion von (IT) enthalten ist. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 18 
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$ 6. 


Die im vorigen Abschnitte auseinandergesetzte Reduction der ein- 
fachen Modulsysteme (/7) kann aufgefasst werden als eine successive Zer- 
legung des zugehörigen Bereiches [7/7] in immer einfachere Theilbereiche. 

Innerhalb des Bereiches [/7] kann nämlich die erste Function 2,(P) 
als ein Element von möglichst niedrigem Grade in P ohne Zahlentheiler 
charakterisirt werden. Alle Elemente von noch niedrigerem Grade besitzen 
mindestens die Potenz p“ als Zahlentheiler. Alle Elemente von [/7], welche 
jenen Theiler p“ besitzen, und deren Grad in P beliebig gross ist, bilden 
dann den Theilbereich [77,] von [7/7], und dieser gehört zu dem einfachen 
Divisor (/7,), dessen Herleitung aus (/T) eben im vorigen Abschnitte an- 
gegeben werde. Innerhalb [/7,] ist nun die zweite Function 2,(P) die- 
jenige des niedrigsten Grades, welche den Zahlentheiler p“ hat; alle von 
noch niedrigerem Grade enthalten mindestens die Potenz p“; dann con- 
stituiren alle Elemente von [/Z,]|, die diesen Theiler enthalten, den T'heil- 
bereich [/Z,] von [77], und in derselben Weise hängen alle jene auf ein- 
ander folgenden Bereiche [77], [/Z], ..., [/7,] unter einander zusammen. 
Da nun für die zugehörigen Divisoren (IT), ..., (/T,) die Aequivalenzen 
bestehen: 


(11) nie (2;(P), IT,,.), (IT) e- p” = P,, (= 1... v) 
so erhält man allgemein die folgende Darstellung aller Divisoren (/7,): 
(IT) (BP), Puı(P), ..., P,(P)). G=0,1,...,») 


Beachtet man aber jetzt, dass allgemein jedes Product 
pH t(P) 
dem nächst folgenden Bereiche [/7;,,] angehört, da es den Zahlentheiler 


p''' besitzt, so findet man so eine Öongruenz: 


(8*.) p*'$(P) = 0 modd.(2;,.,..., 2), 
in welcher, wie in der vorigen Arbeit allgemein 
d.ı—d; = Ey 


gesetzt ist. 

Diese Congruenz (8.) kann man nun benutzen, um das System 
(D,(P), P(P), ..., ?,(P)) auf eine eindeutig bestimmte reducirte Form zu 
bringen. Dividirt man nämlich zunächst das erste jener Producte p“2,(P) durch 


a Fi" ie el 


—- 
ee 


uam, 
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P,(P), und beachtet, dass beide primäre Funetionen mit demselben Zahlen- 
theiler sind, so folgt aus dem am Schlusse von $ 4 bewiesenen Satze, dass 
der Quotient 5,, ebenfalls primär ist, keinen Zahlentheiler hat, und dass 
sein Grad in P gleich der Differenz 


h| = mn, 
der Grade von 2, und 2, ist. 
Der Divisionsrest 
R(P) = D,—-b,P, 
ist dann ein Element von [/7] von niedrigerem als dem n,ten Grade, und 
muss daher mindestens den Zahlentheiler p“ haben. Dividirt man daher 
jetzt R,(P) durch 2,(P) so wird der Quotient b, von niedrigerem als dem 
(n,—n,)-ten Grade in P; fährt man in derselben Weise fort, so erhält man 
zuletzt eine Gleichung, in welcher p*2, folgendermassen durch die Elemente 
des Modulsystemes (2, 2,,..., ?,) ausgedrückt wird: 
D 
in welcher b,, primär und vom Grade f, =%,—n, ist, während allgemein 
b,, von niedrigerem als dem f;ten Grade ist, wenn allgemein 


pP D, Lu buPı+b.P,+--+b,, v> 


f; = MN, 
gesetzt ist, und in genau derselben Weise findet man die folgenden » Glei- 
chungen: 


p PD, . bıP,+ b»P,+.-+b,, D . 
(9 ) pP, — b,P,-+ u. b», D, \ 
p’®,-ı - b,®,.: 





b 


Darstellung von p'2,_, von niedrigerem als dem e;ten Grade in p voraus- 


Hier kann man nun endlich jeden der Coeffieienten 5b 


s.> BD 9 ee + 


setzen. Setzt man nämlich z. B. in der ersten Gleichung allgemein 


b;; — bi +p Die; 


A 


so kann dieselbe folgendermassen geschrieben werden: 


pP Bd, —b,9,—---—b,®,) = bu P+be’P.+ +6, P,, 
und man erkennt so, dass jene Reduction nur einer Veränderung von P,(P) 
modulo (/7,) entspricht, wobei ausserdem der Grad von 2,(P) offenbar 
garnicht geändert wird. Denkt man sich diese Reduction in dem ganzen 


18* 
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Gleichungssystem (9.) von der letzten anfangend, durchgeführt, so erhält 
man ein System dieser Art, dessen charakteristischen Eigenschaften in dem 
folgenden Satze ausgesprochen sind: 

Jedes einfache Divisorensystem (p“, F,..., F,, P') kann auf 
rationalem Wege in ein äquivalentes System (2,(P), 2, (P),..., ?,(P)) 
von lauter primären Elementen transformirt werden, welche mit 
einander durch die Gleichungen 

p'®_, = 5 b,%, (=1,2,..,r) 
k=i 
zusammenhängen. In dem hier auftretenden Coefficientensysteme 
b,ı bi» bi; BE b,, 
b>, b»; © . . b,, 


- 


(bi) hi b3; 8, b;, 








b,, 


sind alle Diagonalglieder 5,, primäre Functionen von P ohne 
Zahlentheiler und allgemein ist jedes Element 5,, für das Modul- 


system (p", b,,) auf seinen kleinsten Rest redueirt. 

Endlich beweist man nun wörtlich ebenso, wie dieses am Schlusse 
der vorigen Abhandlung geschehen ist, dass diese Reduction nur auf eine 
einzige Art möglich ist, und hiermit ist die im Anfange dieser Abhandlung 
gestellte Aufgabe vollständig gelöst. 

Ich möchte noch die Bemerkung hinzufügen, dass ich diese Arbeit 
am 1. Juli 1896 der Redaction dieses Journals übergeben habe; inzwischen 
bin ich bei Gelegenheit einer über diesen Gegenstand im Winter 1896/7 
gehaltenen Universitätsvorlesung noch einmal auf die hier behandelten 
Probleme zurückgekommen, und es ist mir gelungen, die früheren Ueber- 
legungen und Beweismethoden wesentlich zu vereinfachen. Dies gilt be- 
sonders für den hier zum ersten Male eingeführten Begriff des „einfachen 
Modulsystemes“, für die Entwickelung der Functionen F(x) nach Potenzen 
von p und P(x) und endlich für die Einführung der primären Functionen 
modulo (p“, P’). Aus diesem Grunde habe ich die frühere Darstellung nach 
den neu gewonnenen Gesichtspunkten umgestaltet. 








Ueber lineare Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten. 


(Zweite Abhandlung; die erste siehe Bd. 115 dieses Journals.) 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


In der im 1l15ten Bande dieses Journals von dem Verfasser ver- 
öffentlichten Abhandlung: „Ueber lineare Differentialgleichungen mit mehr- 
werthigen algebraischen Coefficienten‘ war vorausgesetzt, dass die Zweige 
der algebraischen Functionen, wenn mehrere solche Funetionen nebst der 
unabhängigen Variablen rational in den Coefficienten der Differential- 
gleichung vorkommen, beliebig combinirt werden durften, ohne dass einer 
der Nenner in den Coeffiecienten identisch gleich Null wurde. Hier soll 
diese Voraussetzung fallen gelassen werden; es kommen dann nur solche 
Combinationen der Zweige in Betracht, bei denen keiner der Nenner identisch 
verschwindet. 

Es wird in No. 1 im Anschluss an No. 1 der Abhandlung Bd. 115 
gezeigt, wie eine Combination von Zweigen mehrerer algebraischen Func- 
tionen und die mit dieser Combination zusammenhängenden Combinationen 
rational durch die unabhängige Variable und eine andere algebraische Function 
mit soviel Zweigen, als die Anzahl der zusammenhängenden Combinationen 
beträgt, auszudrücken ist, alsdann wird letztere algebraische Function in 
die Coeffieienten der Differentialgleichung eingeführt. Auf diese Weise 
treten an Stelle der ursprünglichen linearen Differentialgleichung eine oder 
mehrere lineare Differentialgleichungen, von welchen jede in den Üoefficien- 
ten nur eine einzige algebraische Function enthält. Die Behandlung dieses 
Falles ist in den in Abhandlung Bd. 115 angestellten Untersuchungen 
einbegriffen. 

Eine verwandte Betrachtungsweise dient in No. 2 dazu, die homogene 
lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, deren Integrale 
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die linear unabhängigen Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit beliebigen algebraischen Coeffiecienten sind, in allen Fällen 
thatsächlich aufzustellen, nachdem deren Bestehen in No. 8 der Abhandlung 
Bd. 115 nachgewiesen und dieselbe dort zunächst mit Coeffieienten, die 
rational die Zweige algebraischer Funetionen enthalten, hergeleitet war. 
Aus dieser Darstellung der Üoefficienten waren die rationalen Ausdrücke 
derselben 1. e. unter einer besonderen Voraussetzung ermittelt, hier ge- 
schieht die Herleitung dieser rationalen Funetionen aus der genannten Dar- 
stellung in einheitlichem Verfahren völlig allgemein. Die Anzahl jener 
linear unabhängigen Integrale kann niedriger sein, als das Produet aus 
Ordnung der Differentialgleichung und Anzahl aller Combinationen der 
Zweige in den Coeffieienten beträgt. 

Die Nummern 3 und 4 enthalten Zusätze zu früheren Abhandlungen 
des Verfassers namentlich in Bezug auf Darstellung der Untergruppen in 
einer Gruppe von Integralen mit Exponenten, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden. 

1; 

Die Coefficienten der Differentialquotienten in einer linearen 
Ditferentialgleichung mit dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 
sollen rationale Funetionen der unabhängigen Variablen z und von einer 
oder mehreren irreductibelen algebraischen Functionen sein. Hier wird das 
Schema von drei solchen Functionen «, v, w angenommen. Von diesen 
Functionen kann vorausgesetzt werden, dass in den irreductibelen Glei- 
chungen derselben mit ganzen rationalen Üoefficienten der Coefficient der 
höchsten Potenz gleich 1 ist. Die ganzen rationalen Functionen von 
x, a, v, w, in den Nennern der Coefficienten der Differentialgleichung 
sollen für eine in Betracht gezogene Combination von Zweigen der alge- 
braischen Funetionen nicht identisch verschwinden. Es können auch einige 
der Functionen «, v, w eine und dieselbe algebraische Function, vertreten 
durch verschiedene Zweige, sein. Wenn z.B. a, und «, zwei verschiedene 
Zweige von « sind, so verschwindet die Differenz «,—w, nicht identisch 
und wird durch den Ausdruck «—» vorgestellt, in welchem # und o dieselbe 
Function, vertreten durch verschiedene Zweige, bedeuten. 

Nun soll eine beliebige Combination eines Zweiges von u, eines solchen 
von v, eines solchen von w rational durch die unabhängige Variable x und 
eine andere algebraische Function ausgedrückt werden. 


a 
Bi 
a 
& 
\ Rd 
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Die Function « enthalte « Zweige «, bis «,, die Funetion e deren 
ß,e, bis o,, die Function w deren y, w, bis w,, wobei auch der Fall auf- 
genommen ist, dass unter den betrachteten Functionen «, e, w einige ein 


und dieselbe algebraische Function sind. Es wird der Ausdruck 


a9 


l,... a 
\ n ai " on \ 
(1.) u the +hw = S,.. (: a) 


gebildet. Für die Grössen 4,, A,, 4, kann man rationale Zahlen wählen, 
so dass die &?y Werthe von S$,,. alle unter einander verschieden sind. 
Denn nimmt man einen Punkt z=a, wo die « Werthe von « alle endlich 
und unter einander verschieden sind, desgleichen die # Werthe von e, die 
y Werthe von w, und ist a, b,, c, eine beliebige Combination der Zeiger, 
%. D:, %& eine beliebige andere Combination derselben, so sind die 
Differenzen 


(2.) du Od, WW, 


nicht alle gleich Null. Für e=a und beliebige Werthe der ist daher 
keine der Grössen 
3) S,, 


Sa 
identisch Null, demnach giebt es Gebiete der Variablen A, welche ein 
Stück der Axe des Reellen einschliessen, in denen keine der Grössen (3.) 
verschwindet. In dem Producte 

1=a b=ß c=y 

(4.) m Tl (S-S,.) 

a=lbel c>1 
sind die Coefficienten der Potenzen von S symmetrische Funetionen in Be- 
zug auf die Wurzeln jeder einzelnen der irreduetibelen Gleichungen von 
vu, v, w und ergeben sich mittelst derselben als ganze rationale Functionen 
von z mit Constanten, die sich rational aus den Constanten dieser Glei- 
chungen zusammensetzen. Das Gleichungspolynom (4.) sei durch F(S 


bezeichnet, der Grad «/y desselben durch r und die r Grössen 
11, ..., a\ 
5. 5. (s=1.... 3) 
( ) abe Bw], aan , 
seien durch S,, $, bis S, bezeichnet. Bei der Function « sei nun ,,, der Zweig 


von # in S,, %., derjenige in S,, bis w,, in $S,. Dann erhält man nach 
der Lagrangeschen Formel 


(6.) F(S) ii + un ee Hr) | Fa} Ss 


s-s, " S-S, 
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L(S) als ganze rationale Function von S (r—1)-ten Grades, deren Coefficien- 
ten symmetrische Functionen in Bezug auf die Wurzeln jeder einzelnen der 
irreductibelen Gleichungen von «, vo, w sind und daher als ganze ratio- 
nale Functionen von x mit Constanten, welche aus den Constanten dieser 
Gleichungen sich rational zusammensetzen, hervorgehen. Die der vorher- 
gehenden entsprechenden Formeln bei den Functionen e, w seien 


En ® DB) Kr 

(7.) EN rt a = M(S), 
57% Q ) vd \ 

(8.) Fon takt + - N(S). 


Der erste Differentialquotient von F(S) nach S werde durch F’(S) bezeich- 
net. Dann ergiebt sich aus (6.) (7.) (8.) 

9) nF wre mer 
(vgl. Weber Lehrbuch der Algebra I. S. 459). 

Die Function F(S) sei nun in irreductibele Factoren zerlegt. Die- 
selben sind ganze rationale Functionen von S mit ganzen rationalen Func- 
tionen von x als Coefficienten und dem Coeffiecienten der höchsten Potenz 
gleich 1. Diese Zerlegung geschieht, indem mittelst der Entwickelungen der 
Zweige von a, ev, w bei e=a die Entwickelungen der r Grössen $,... 
die in a alle von einander verschieden sind, aufgestellt werden, alsdann 
wird das in der Abhandlung des Verfassers Bd. 104 S. 2 beschriebene 
Verfahren angewandt. Eine beliebige Combination %.,, %m; %«) und das 
entsprechende S, gehört einem der irreduetibelen Factoren von F($S) an, 
derselbe sei 2(S) und oten Grades, also 2(S,)=0. Die Riemannsche 
Fläche als Gebiet für die Variable x in der irreductibelen algebraischen 
Function S aus ?(S)=0 werde durch T bezeichnet. Diese Fläche T ist 
o-blättrig. Dann entsprechen den o Blättern von 7’ o verschiedene und 
unter einander zusammenhängende Combinationen der Zweige von u, ®, w. 
Man erhält diese Combinationen durch die Wurzeln der Gleichung #(S) = 0 
in dem Punkte =a. Das Gebiet der unabhängigen Variablen z in u 
(entsprechend bei vo, ®) breitet sich wieder über die Fläche T aus, es be- 
steht daher eine Gleichung für « mit ganzen rationalen Coeffieienten und 
dem Coefficienten der höchsten Potenz gleich 1, wenn die Variable x auf 
die Fläche T bezogen wird, und das Gleichungspolynom derselben ist eine 


weh .r 
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Potenz des Gleichungspolynoms der irreduetibelen Gleichung von x (Rie- 
mann, Abelsche Functionen No. 5). Also ist o ein gemeinschaftliches Viel- 
fache der Grade «, f, y. Sind diese Zahlen relative Primzahlen, so ist 
F(S) irreductibel. 

Die Wurzeln von 2(S) =0 seien S" bis S(. S, in (9.) sei durch 
SC) bezeichnet. Nun werden Zähler und Nenner in (9.) durch ?(S) = 0 auf 
einen Grad = c—1 gebracht, und wenn der Nenner @(S“’) ist, mit 
G(S®)...@(S) multiplieirt. Mittelst ?(S) = 0 erhält man jetzt für die o 
zusammenhängenden Combinationen, welche den o Wurzeln der irreductibelen 
Gleichung 2(S) = 0 entsprechen, die Darstellung 


[ u? — y(S®), et) — 18), wo) — ws), 


|\SO = 1,u 941,004, B(S®) = 0, ir 


(10.) 


wo , %, y ganze rationale Functionen von S höchstens (o—1)-ten Grades 
sind mit rationalen Funetionen von xz als Coefficienten, deren Uonstanten 
sich rational aus den Constanten der irreduetibelen Gleichungen von «, o, w 
und der Gleichung 2(S)=0 zusammensetzen. Durch (10.) ist die Dar- 
stellung einer beliebigen Combination eines Zweiges von u, eines solchen von e, 
eines solchen von w und der mit dieser Combination zusammenhängenden Com- 
binationen ausgedrückt rational durch die unabhängige Variable und eine an- 
dere algebraische Function, die bekannt ist, welche so viel Zweige hat, als 
die Anzahl der verschiedenen und unter einander zusammenhängenden Combi- 
nationen beträgt. 

Wenn nun eine lineare Differentialgleichung vorliegt, in welcher die 
Öoeffieienten der Differentialquotienten rational die unabhängige Variable 
und eine Combination von Zweigen von «, v, w enthalten, für welche die 
Nenner der rationalen Ausdrücke nicht identisch verschwinden, so können 
diese Zweige durch die Ausdrücke (10.) dargestellt werden. Dann kommt 
in den Coeffieienten der Differentialgleichung nur eine algebraische Fune- 
tion S aus der irreductibelen Gleichung 2(S) = 0 vor und keiner der Nenner 
verschwindet identisch. Eine oder mehrere Differentialgleichungen letzterer 
Art treten also an Stelle der ursprünglichen Differentialgleichung. Die Be- 
handlung der linearen Differentialgleichungen, die nur eine algebraische 
Funetion nebst der unabhängigen Variablen rational in den Coefficienten, 
enthalten, fällt unter die in Abhandlung Band 115 angestellten Unter- 
suchungen. 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 19 
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2. 


I. Die linear unabhängigen Integrale einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung, deren Coefficienten die unabhängige Variable x und eine oder 
mehrere irreductibele algebraische Functionen z. B. drei Funetionen », vo, w 
rational enthalten, und in welcher alle Combinationen der Zweige von u, v, w 
vorgenommen werden können, ohne dass einer der Nenner in den Coeffieienten 
identisch verschwindet, sind, wie in Abhandlung Bd. 115 No. 8 bewiesen 
ist, die Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung mit ratio- 
nalen Üoeffieienten. Wenn nicht alle Combinationen der Zweige zulässig 
sind, so kommt man durch die Transformation in No. 1 auf lineare Diffe- 
rentialgleichungen, die nur eine algebraische Function in den Coeffieienten 
enthalten, und für jede solche Differentialgleichung auf den vorigen Fall 
zurück. 

Bei der l. e. angegebenen Herleitung der gesuchten homogenen 
linearen Differentialgleicehung mit rationalen Coefficienten waren die Coef- 
fiecienten der Differentialgleichung zunächst unter der Form eines Quotienten 
aufgestellt, in dem Zähler und Nenner ganze rationale Ausdrücke der un- 
abhängigen Variablen z und der Zweige von u, ve, w sind. Die Existenz 
der rationalen Functionen von x als Ausdrücke der Coeffieienten der Diffe- 
rentialgleichung war dort nachgewiesen. Diese rationalen Functionen können 
nun aus den vorhin genannten Quotienten auf folgende Weise immer her- 
gestellt werden. 

Die Zweige derjenigen in den Coefficienten der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung enthaltenen algebraischen Functionen, welche unter einander 
verschieden sind, werden rational durch eine algebraische Function und die 
unabhängige Variable x ausgedrückt. Dieses könnte nach No. 1 geschehen, 
wo dann der Fall eintritt, dass nach dem verallgemeinerten dortigen Schema 
von a, v, w No. 1 (1.) einige der Functionen eine und dieselbe algebraische 
Function sind. Man erhält jedoch an Stelle der dortigen Gleichung F(S) = 0 
durch folgende verwandte Betrachtungen eine Gleichung niedrigeren Grades. 

Eine oder mehrere von einander verschiedene irreductibele algebraische 
Funetionen, etwa u, v, w, seien gegeben. Die Zweige von u seien «a, bis 
4,, die von v o, bis v;, die von w w, bis »,. Nun wird der Ausdruck 


aufgestellt 
1) Au that +0, tm + tu;0 trw + +v,w, = 9. 





( 
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In diesem Ausdrucke sollen die @! Permutationen von u, bis »,, die P! Per- 
mutationen von ®, bis v;, die y! Permutationen von w, bis w, vorgenommen 
werden. Die auf diese Weise erhaltenen «!/5!y!=r Ausdrücke seien durch 
S, 8, bis S, bezeichnet. Für die 4, «, v können gemäss dem in No. 1 
bei (2.), (3.) Gesagten rationale Zahlen so gewählt werden, dass in dem dort 
genannten Punkte e=a nicht je zwei Grössen aus der Reihe S, bis S, ein- 
ander gleich sind. Das Produet 
(2.) II (S-5,) = F(8) 

ist eine ganze rationale Function von S, deren Coeffieienten symmetrische 
Ausdrücke der Wurzeln jeder einzelnen der irreduetibelen Gleichungen von 
a, v, w und daher ganze rationale Funetionen von z sind mit Uonstanten, 
die sich rational aus den ÜConstanten dieser Gleichungen zusammensetzen. 
In dem Ausdrucke 


(3.) 0,4 +00, +%+0u.,+ +00, = U” 
sei dieselbe Permutation der # vorgenommen wie in $ 
durch U bezeichnet. Aus der Formel 


‚„ derselbe sei dann 


1%) (N) 0) 
(4.) Ps) + tt = 0 

seht L’(S) als ganze rationale Funetion von S (r—1)-ten Grades hervor, 
deren Coefficienten, symmetrische Ausdrücke der Wurzeln jeder einzelnen 
der irreductibelen Gleichungen von , ve, w, sich als ganze rationale Func- 
tionen von x ergeben mit Constanten, die rational aus den Constanten dieser 
Gleichungen zusammengesetzt sind. Die entsprechenden Formeln bei ® 
w seien 


> 


4 , R ' v® V(%) v ' "EB 
6.) FS) 5-5 4 ss, wo. Tr Fi MT (8), 
vajWwo - ww ee N 
6.) Fol tt tg) = NOS. 





Der erste Differentialquotient von F(S) nach S sei durch F'(S) bezeichnet. 
Aus den Formeln (4.), (5.), (6.) folgt 
L%(S,) M®(S,) 
F(S,) F'(S,) 


UN/E 
wo — NS.) ur... 
N F'(S,) 


(7.) uU” = vn 
F(S) sei in irreductibele Faetoren zerlegt. Derjenige dieser Factoren, wel- 
cher durch den Werth S=S, (1.) in dem Punkte «= gleich Null wird, 
19* 
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sei ?D(S) und oten Grades. Die Riemannsche Fläche als Gebiet der un- 
abhängigen Variablen z in der irreductibelen algebraischen Function S aus 
P(S)=0 sei durch T bezeichnet. Dann entsprechen den o Blättern von T 
die o verschiedenen Ausdrücke, welche aus $, (1.) durch diejenigen Per- 
mutationen der Zweige von « unter einander, der Zweige von © unter 
einander, der Zweige von w unter einander hervorgehen, die man erhält, 
wenn x sich auf beliebigen Wegen, die nicht durch die Verzweigungspunkte 
von a, ®, w führen, bewegt. Diese Permutationen werden bestimmt durch 
die Wurzeln der Gleichung 2(S)=0 in dem Punkte e=a. Die diesen 
Permutationen entsprechenden Substitutionen bilden die Monodromiegruppe 
der zusammen betrachteten Functionen «a, v, w. Gemäss dem in No. 1 nach 
(9.) Bemerkten (oder nach dem Verfahren in Abh. Bd. 115 No. 1) ist der 
Grad o ein gemeinschaftliches Vielfaches der Grade «, P, y. Die Wurzeln 
von P(S)=0 seien $, bis S,. S, in (7.) sei S.. Dann werden Zähler und 
Nenner in (7.) auf einen Grad = o—1 gebracht, und wenn der Nenner @(S,) 
ist, mit @($,)...@(S,) multiplieirt. Dadurch erhält man mittelst 2(S) = 0 für 
die Zweige in den o Permutationen der Monodromiegruppe folgende Darstellung 
um BR y®(S,), vo» z 2” (S,), WW. u y(S,), 


(h=1,..., a) G=1,..P) l=1,...,7) 
8) |8, = MHUD+LUD+ +2, UDO + tu U 
ıv, W,’+ .h v. Br, 
P(S,) = 0, Q=1,.. 0) 





wo die Functionen 9” (S) (h=1,...,e), ZP(S) (k=1,...,P), y”(S) l=1,...,7) 
ganze rationale Functionen von S höchstens (o—1)-ten Grades mit rationalen 
Funetionen von x als Coeffieienten sind, deren Constanten rational aus den 
Constanten in den irreduetibelen Gleichungen von «, e, w und in der Glei- 
chung P(S)=0 sich zusammensetzen. 

Es waren nun die Coefficienten der gesuchten homogenen linearen 
Differentialgleichung bereits unter der Form H:K aufgestellt, wo H und K 
ganze rationale Functionen von x und den Zweigen von «, vo, w sind. Hier 
werden für die Zweige von a, ®, w die Ausdrücke (8.) durch $, eingesetzt. 
Der Nenner in einem beliebigen Coefficienten wird dadurch eine nicht 
identisch verschwindende ganze rationale Function von $S,, dieselbe sei 
durch K(S,) bezeichnet. Dann werden Zähler und Nenner des Coefficienten 
mit dem Producte K(8,), K(S;), ..., KX(S,) multiplicirt. Der Nenner ergiebt 
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sich mittelst der Gleichung 2(S) = 0 als eine nicht identisch verschwindende 
rationale Function von x. Der Zähler wird zunächst eine ganze rationale 
Function von S, und eine rationale von z. Nachdem der Grad dieser 
Funetion mittelst 2(S) = 0 unter o erniedrigt ist, müssen die Potenzen von 
S, ausfallen wegen der Irreduetibilität der Gleichung 2($) = 0, da der Ge- 
sammtceoefficient in der Differentialgleichung bereits als rationale Funetion 
von z nachgewiesen war. 

Man erhält also auf diese Weise die rationalen Coefficienten in der 
gesuchten linearen Differentialgleichung hergestellt. Die Constanten in den- 
selben setzen sich rational aus den Constanten in der ursprünglichen Differen- 
tialgleichung, den Constanten in den irreductibelen Gleichungen von u, ve, w und 
den Constanten in der die Monodromiegruppe bestimmenden Gleichung P(S) = (0 
zusammen. 


Il. In Abhandlung Bd. 115 No.8 war bemerkt, dass eine homo- 
gene lineare Differentialgleichung mter Ordnung, deren Coefficienten eine 
oder mehrere irreductibele algebraische Functionen nebst der unabhängigen 
Variablen x rational enthalten, F,(y,u,e,w,x)=0, wo die algebraische 
Function « aus einer irreductibelen Gleichung «ten Grades, vo aus einer 
solchen ten Grades, w aus einer solchen yten Grades vorkommt, und in 
welcher alle Combinationen der Zweige zulässig sind, zwar für jede Com- 
bination m linear unabhängige Integrale hat, dass aber die may Integrale, 
die allen Combinationen entsprechen, nicht linear unabhängig zu sein brau- 
chen. Als Beispiel war eine Differentialgleichung F= 0 genommen, worin 
F durch das System homogener linearer Differentialausdrücke mit in x, «, 
v, w rationalen Coefficienten 


(9.) f(y: €) er Yı, yı, u, V, w, X) 


dargestellt ist, in dem f(y, x) die Functionen «, e, w nicht enthält. 

Es seien nun in die Differentialgleichung F,(y,u,e,w,x)=0 die 
sämmtlichen Combinationen der Zweige eingesetzt, dann werden nach den 
l. e. gemachten Angaben successive die linear unabhängigen Integrale dieser 
Differentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigt. Nun sollen 
nur bei einer Anzahl » von Combinationen die Integrale unter einander 
linear unabhängig sein und für diese sei eine homogene lineare Differential- 
gleichung mxter Ordnung hergestellt. Dieselbe enthält in den Coefficienten 
diese Combinationen rational. Die Integrale von F,(y, w,v,w,x)=( bei 
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einer folgenden Combination seien von den vorhergehenden nicht alle linear 
unabhängig, aber wenigstens bei einem sei dieses der Fall, so ergiebt sich 
aus beiden Differentialgleichungen für die gemeinschaftlichen Integrale eine 
homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als mter Ordnung, in deren 
Coeffieienten die bisherigen Combinationen der Zweige rational vorkommen. 
Diese Coeffiecienten enthalten also Zweige von u, ev, w. Man kann nun für 
diese Zweige die Ausdrücke (8.) bei S, einsetzen, wodurch die Coefficienten 
der Differentialgleichung die neue algebraische Funetion S aus ?(S)=0 ent- 
halten. In einem solchen Falle erfüllen also einige Integrale der ursprüng- 
lichen Differentialgleichung eine homogene lineare Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung mit algebraischen Üoefficienten. 


3. 

I. Bei einem singulären Punkte einer homogenen linearen Differen- 
tialgleichung, deren Üoeffieienten in der Umgebung dieses Punktes ein- 
werthige und abgesehen von demselben stetige analytische Funetionen sind, 
kann eine Gruppe von Integralen der Differentialgleichung, welche linear 
unabhängige Integrale, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, in höchster Anzahl enthält, durch eine Reihe von Untergruppen 
ersetzt werden. Diese Untergruppen hat Herr Hamburger Bd. 76 dieses 
Journals angegeben und Herr Jürgens hat Bd. 80 dieses Journals in folgen- 
der Weise Untergruppen einer Gruppe durch Umgang in Integralen um 
den singulären Punkt hergeleitet. (In Betreff der Untergruppen vergleiche 
man die Handbücher der 'T'heorie der linearen Differentialgleichungen von 
Heffter und Schlesinger). 

Wenn das Integral «a, vorliegt 


| (2—-a)|p +1), p1log@—a)+(k—1),p,,(log(z—a))+-- 
(1.) r4 i—1I 
+pÜlloge-a)) "|, 
\ _. ı—-D)A—2)---(A— 
wo (4-1), den Binomialcoefficienten a) a Ca bedeutet, die 
Functionen p in der Umgebung von 2 =a abgesehen von diesem Punkte 
einwerthige und stetige analytische Funetionen sind, 9, von Null verschie- 
den ist, so erhält man aus «, durch <-maligen Umgang um r=a in posi- 


tiver oder negativer Richtung wieder ein Integral. Folgende Ausdrücke 
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u, = (e-a)y, 
(2- a) |p+gy.log(z -a)| 
3:29: (2a) |p+2p.log(z—-a)+y,(log(r—-a))' 


Kr 
I 


u, = (2-a)|pi+(A—1),9,-ılog(r—a)+ (1), p-(loger—a)) + 

+, (log —-a)) "| 
werden dadurch aus (1.) als Integrale der Differentialgleiehung hergeleitet. 
Das Resultat des z-maligen Umganges in », (1.) in positiver oder negativer 





Riehtung sei durch «;*” bezeichnet, so ergiebt sich 

wit” = ei, +QR—N),u_, (+20) + +@A—1)u_ (+22) + 
BE: Pen 

| +u,(+2nir) "| 


und aus A dieser Gleichungen gehen die Ausdrücke (2.) als Integrale her- 


(3) 


vor. Die Ausdrücke (2.) haben die Eigenschaft, dass die höchsten Lo- 
sarithmenpotenzen mit einem und demselben Factor multiplieirt sind, die 
‘xponenten derselben von Null an successive um 1 wachsen, dass die in 
dem yten Integrale enthaltenen Faetoren der Logarithmenpotenzen auch in 
dem (y-H1)-ten Integrale in derselben Reihenfolge bei den um 1 erhöhten 
Potenzen multiplieirt mit Y)4:Y—1l), (= 0,...,7—1) vorkommen, und dass 
vermittelst der Ausdrücke (2.) das Resultat des #-maligen Umganges in «, 
durch Formel (3.) gegeben wird. Eine Gruppe, welche so viele linear 
unabhängige Integrale der Differentialgleichung, in denen die Exponenten 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, als möglich ist, enthält, wird 
durch eine Reihe von Untergruppen der Form (2.) ersetzt, in denen die 
Integrale mit übereinstimmender höchster Logarithmenpotenz linear unab- 
hängige Factoren dieser Potenz enthalten. 

II. Es seien nun die Coefficienten der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung rational und bei dem Punkte z=a alle Integrale regulär. 
Dann kann man für eine Gruppe von Integralen eine Reihe von Unter- 
gruppen von der in I]. angegebenen Beschaffenheit durch nachstehendes 
Verfahren aufstellen. Sind die Coefficienten der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung mehrwerthig algebraisch, so findet das Entsprechende ge- 
mäss Abh. Bd. 115 No. 6 I, No. 9 II A. statt. 

Die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung mter Ordnung 
bei dem Punkte e=a gehen aus den Ausdrücken hervor 


(4) v. v [vi'v.dz, EERTERN [dev;'v,/ .. En. dx, 
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wo v,= (z-a)‘ "w,(x), w,(x) von der Form 1+ B> c,(z—a)" ist, die Ex- Fr 
ponenten r, bis r,„ die Wurzeln der Exponentengleichung sind, und bei den ’ 
Integrationen das absolute Glied annullirt wird. Ueber die Reihenfolge der | ( 
Wurzeln r, bis r„ wird keine Voraussetzung gemacht; die Integrale (4.) | e 
können z. B. aus einem gleich Null gesetzten Systeme bei e=a regulärer ’ 
Differentialausdrücke 
5) ID) Kun d=m 4 han = 0 
hervorgegangen sein. Indem man eine gewisse Anzahl e Glieder in den 
v,(xz) entwickelt, alsdann die Integrationen in (4.) ausführt, erhält man die- 
selbe Anzahl e Glieder in jedem Factor der Logarithmenpotenzen, und es er- 
giebt sich, welches die höchste Logarithmenpotenz mit nicht verschwinden- | 
dem Factor in jedem Integrale ist. Wenn in einer Gruppe von Exponenten | ' 
aus der Reihe r, bis r„, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, | | 
worin sämmtliche Exponenten dieser Art vorkommen, der Exponent o, den 
grössten, o, den kleinsten reellen Theil hat, so ist hierbei für die be- 
treffende Gruppe von Integralen in den w jene Anzahl e = o,—o, +1 zu | 
nehmen (vgl. Abh. Bd. 96 S. 242, Bd. 107 8.78). Aus der ursprünglichen | | 
Ditterentialgleichung lässt sich eine homogene lineare Differentialgleichung | 
mit rationalen Coeffieienten, die bei e=a regulär ist, herleiten, welcher | | 


die Factoren der Logarithmenpotenzen genügen (Abh. Bd. 87 8. 276, Bd. 96 
No. 15). Aus der hergeleiteten Differentialgleichung werden deren linear 
unabhängige Integrale ohne Logarithmen, in denen die Exponenten sich 
von denen in der betrachteten Gruppe nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
aufgestellt unter der Form, dass die Anfangsexponenten in diesen Integralen 
sich um positive von Null verschiedene ganze Zahlen unterscheiden (Abh. 
Bd. 87 S. 286, ete.). Nun werden durch diese Integrale linear und homogen 
mit constanten Üoeffieienten die Factoren der Logarithmenpotenzen in den 
Integralen (4.) ausgedrückt. Diese constanten Coeffieienten gehen aus den 
Entwiekelungen der darzustellenden Funetionen unmittelbar hervor. Zu- 
gleich ergiebt sich aus der genannten Differentialgleichung eine Recursions- 
formel für die Coeffieienten der Entwickelungen mit constanter Anzahl der 
Glieder (l. e. 8. 289). 

Es sind also nun alle Factoren der Logarithmenpotenzen in den Inte- 
gralen einer Gruppe aus (4.) vermittelst derselben linear unabhängigen Func- 
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tionen Y, bis Y,„ unter der Form 
(6.) k,Y-+k,Y,+--+%5,Y, 

ausgedrückt, wo die k bekannte Constanten sind, welche sich rational aus den 
Constanten der Differentialgleichung, aus welcher die Entwickelungen (4.) her- 
vorgehen, dem Punkte a und Wurzeln der E.rponentengleichung bei a zusammen- 
setzen. Wenn man o Grössen F, F, bis F, unter der Form (6.) gegeben hat, 
und von F, bis F,_, bereits die Linearunabhängigkeit nachgewiesen ist, so kann 
man letztere Grössen successive für ebenso viele Y in den Ausdruck F, ein- 
führen. Je nachdem dann in diesem Ausdrucke noch ein Y mit von Null 
verschiedenem Coefficienten vorkommt oder nicht, ist F, von F, bis F,_, 
linear unabhängig, oder durch letztere Grössen dargestellt. 

Jetzt kann man aus einer Gruppe der aus (4.) hervorgehenden Aus- 
drücke von Integralen, welche alle Integrale umfasst, deren Exponenten 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, in folgender Weise eine aus Unter- 
gruppen bestehende Gruppe herleiten. 

Aus der betrachteten Gruppe I von Integralen aus (4.) werden die- 
jenigen Integrale, welche die höchste Logarithmenpotenz enthalten, heraus- 
genommen. Dann werden nach dem bei (6.) Bemerkten unter den Factoren 
dieser Potenz die linear unabhängigen ermittelt und die Ausdrücke der übri- 
sen linear und homogen mit constanten Coeffiecienten durch die linear 
unabhängigen aufgestellt. Von einem Integrale, welches einen der letzteren 
Ausdrücke enthält, werden die Integrale, in denen die linear unabhängigen 
Faetoren vorkommen, bezüglich multiplieirt mit den genannten Üonstanten 
abgezogen, und diese Differenz wird an Stelle jenes Integrales gesetzt. 
Auf diese Weise erhält man eine neue Gruppe II mit linear unabhängigen 
Integralen in derselben Anzahl, in welcher die Integrale mit der höchsten 
Logarithmenpotenz unter einander linear unabhängige Factoren haben. 

Jedes der letzteren Integrale liefert eine Untergruppe (2.). In der 
vorhin genannten Gruppe II sind weiter die Integrale zu betrachten, 
deren höchste Logarithmenpotenz um 1 niedriger, als die höchste in der 
Gruppe ist. Auf gleiche Weise wie vorhin werden unter den Factoren 
dieser Potenz die linear unabhängigen ermittelt und die Ausdrücke der übri- 
gen linear und homogen mit constanten Coefficienten durch die linear unab- 
hängigen hergestellt. Dann werden von einem der Integrale, in dem einer 
der letzteren Ausdrücke sich findet, die Integrale welche die linear unab- 
hängigen Factoren enthalten, multiplieirt mit den genannten zugehörigen 
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Constanten abgezogen und diese Differenz wird an Stelle jenes Integrales 
gesetz. Man erhält dadurch eine neue Gruppe III linear unabhängiger 
Integrale in derselben Anzahl, in welcher die Integrale mit der höchsten 
Logarithmenpotenz diejenigen aus den bisherigen Untergruppen sind, und 
in welcher die Integrale, deren höchste Logarithmenpotenz um 1 niedriger 
ist, linear unabhängige Factoren dieser Potenz haben. Durch letztere Inte- 
grale und die mit niedrigeren Logarithmenpotenzen ist nun das Integral aus 
je einer der bisherigen Untergruppen, dessen höchste Logarithmenpotenz 
um 1 niedrigerer als die höchste der Untergruppen ist, linear und homogen 
mit constanten Üoefficienten darstellbar. Man kann den Factor dieser 
Logarithmenpotenz in dem Integral der Untergruppe durch die Factoren 
derselben Logarithmenpotenz in den Integralen der Gruppe III, in denen 
diese Logarithmenpotenz die höchste ist, nach (6.) ausdrücken und da- 
durch erkennen, welche von diesen Integralen in den vorhin genannten 
linearen Ausdruck eingehen, alsdann eines dieser Integrale durch das Inte- 
gral der Untergruppe ersetzen. Man erhält dadurch eine neue Gruppe 
an Stelle der vorigen. Auf diese Weise stellt man schliesslich eine 
Gruppe IV von linear unabhängigen Integralen in der ursprünglichen An- 
zahl her, in welcher die Integrale mit der höchsten Logarithmenpotenz die- 
jenigen aus den bisherigen Untergruppen sind, die Integrale, deren höchste 
Logarithmenpotenz um 1 niedriger ist, linear unabhängige Factoren dieser 
Potenz haben und unter diesen Integralen die aus den bisherigen Unter- 
gruppen vorkommen. 

Wenn unter letzteren Integralen neben den aus den bisherigen Unter- 
gruppen noch andere sich finden, so erfolgen aus diesen nach (2.) weitere 
Untergruppen. Nun ist das vorige Verfahren wieder einzuschlagen und 
fortzusetzen, bis die Gesammtanzahl der Integrale in den erlangten Unter- 
gruppen die Zahl der Integrale in der Gruppe erreicht hat. 

Um dann ein Integral aus der ursprünglichen Gruppe aus (4.) durch 
die Integrale der Untergruppen darzustellen, wird zuerst der Factor der 
höchsten Logarithmenpotenz nach (6.) durch die Factoren derselben Loga- 
rithmenpotenz in den Integralen der Untergruppen, welche diese als höchste 
Potenz enthalten, linear und homogen mit constanten Coeffieienten aus- 
gedrückt. Dann werden bei der um 1 niedrigeren Logarithmenpotenz von 
dem Factor in dem darzustellenden Integral die Factoren in den vorigen 
Integralen der Untergruppen bezüglich multiplieirt mit den genannten Con- 
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stanten abgezogen und es wird diese Differenz nach (6.) linear und homogen 
mit eonstanten Coefficienten durch die Factoren derselben Logarithmenpotenz 
in den Integralen der Untergruppen, welche dieselbe als höchste Potenz 
enthalten, ausgedrückt. In gleicher Weise ist fortzufahren. 

Ill. Ein System normaler Elementarintegrale 


(7.) u, dzur'u, / .. / deu; u, {u 'e"Sdx 
sei vorgelegt, wo S die Integrale (4.) sind, » gleich Null oder von der 
n 
Form &c_,(2-a)” ist, und die Exponenten in den « sich von einer betrachteten 
1 


Gruppe nur um ganze Zahlen verschiedener Exponenten in den » (4.) nicht um 
sanze Zahlen unterscheiden sollen. Bei den Integrationen wird das constante 
Glied annullirt. Der betreffenden vollständigen Gruppe nur um ganze Zahlen 
verschiedener Exponenten in den » entspricht eine Gruppe von Integralen 
(4.), in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden. 
Diese Gruppe wird nach Il. durch eine Reihe von Untergruppen vertreten. 
Ein Integral S dieser Gruppe sei durch die Integrale S,, S; ete. der 
Untergruppen ausgedrückt 

(8.) S = c,S,+c,S;+--- 
wo also die e,, c; ete. nach Il. bekannte Constanten sind. Der Ausdruck 
(7.), worin die Entwickelung des Integrales S steht, sei durch T bezeichnet. 
und wenn in dem Ausdrucke (7.) an Stelle von S die Entwickelungen S/, 
S; ete. stehen, so seien die entsprechenden Ausdrücke durch T,, T; ete. 
bezeichnet. Dann ergiebt sich aus ($8.) 

(9.) T = c,T,+c;,T;+-- 
Durch (9.) ist der Zusammenhang zwischen den ursprünglichen Integralen 
T und den Integralen T’ bestimmt. Es wird nun gezeigt, dass die Inte- 


grale T', welche durch Einsetzen der S’ aus einer Untergruppe der Form 
(2.) an Stelle von S in (7.) gebildet werden, selbst eine Untergruppe der 
Form (2.) liefern. Dieses ergiebt sich aus der Formel (3.) für einen 
z-maligen Umgang. In (7.) wird für S die Grösse S; =, aus einer der 
Untergruppen (2.) gesetzt und in dem hierdurch hervorgehenden Integrale 
‘.) ein z-maliger Umgang vollzogen. Das Resultat dieses Umganges wird 
erhalten, wenn in (7.) an Stelle von S der aus S/, hergeleitete Ausdruck (3.) 
tritt und die Integrationen vollzogen werden (da die Integrationsconstante 
jedesmal anullirt wird und die Exponenten in den « sich von denen in der 
20* 
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Gruppe nieht um ganze Zahlen unterscheiden, vgl. Abh. Bd. 96 No. 13 (17.)). 
Dieses Resultat wird also durch Formel (3.) ausgedrückt, wenn dort an 
Stelle von #,, %_, bis «, tritt bezüglich T;, T;_, bis T\. Andererseits wirıl 
dasselbe Resultat durch Formel (3.) gegeben, wenn T, gleich «, in (2.) 
gesetzt wird, alsdann «,_, bis «, aus (2.) entnommen werden. Es müssen 
nun in der auf diese Weise hervorgehenden Gleichung die Factoren gleich 
hoher Potenzen des Logarithmus auf beiden Seiten übereinstimmen uni 
zwar für beliebige ganzzahlige Werthe von z. Hieraus folgt dann T; = u,, 
T,_=w,_, bis T,=w. Aus der Formel (7.) ergiebt sich: Wenn in einem 
Ausdrucke von S der Faetor der höchsten Logarithmenpotenz (z—a)'p ist, 
so bleibt diese Logarithmenpotenz als höchste in der Entwickelung des 
Integrales (7.) und hat als Factor den Ausdruck (7.), worin (z—a)g an 
Stelle von S steht. Daraus folgt, dass in verschiedenen Untergruppen die 
Integrale T’ von übereinstimmender höchster Logarithmenpotenz linear unab- 
hängige Factoren dieser Potenz haben. Also wird durch Einsetzen der 
Integrale S’ einer Untergruppe an Stelle von S in (7.) eine Untergruppe von 
Integralen T' der Form (2.) erhalten, und es geht vermittelst der Reihe von 
Untergruppen der Integrale S' eine Reihe von Untergruppen der Integrale T 
von der in I. angegebenen Beschaffenheit hervor. 

Wenn man mehrere Ausdrücke (7.) hat, in denen die «u dieselben, 
dagegen die Grössen » in e” unter einander verschieden, S dieselben oder 
andere reguläre Integrale sind, und wenn man für jeden dieser Ausdrücke 
(7.) nach dem Vorhergehenden Untergruppen bildet mit Exponenten, die 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so erzielt man im Ganzen wieder 
eine Reihe von Untergruppen von der in I. angegebenen Eigenschaft. 
Denn die Factoren der nämlichen Logarithmenpotenz in den Integralen. 
welche diese Potenz als höchste enthalten, sind linear unabhängig, was dar- 
auf zurückkommt, dass Grössen e”y, in denen die » von der Form in (7., 
aber unter einander verschieden sind, die Entwiekelungen der y nur positive 
ganzzahlige Exponenten enthalten, linear unabhängig sind (vgl. Abh. Bd. 85 
S. 101). Dieser Fall tritt bei einer Differentialgleichung, deren Differential- 
ausdruck ein System normaler Differentialausdrücke ist, ein, sobald die in 
Abh. Bd. 96 No. 22 I A. c. angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Bei einem singulären Punkte einer Differentialgleichung, in welcher 
ein System normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetzt ist, seien die 
Gruppen der ursprünglich aufgestellten Integrale (Abh. Bd. 96 No. 21, 
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No. 22 I A) durch Reihen von Untergruppen in der bei (7.), (8.), (9.) an- 
gegebenen Weise ersetzt. Der Zusammenhang der ursprünglichen Integrale 
mit den neuen wird unter Anwendung der Substitutionen (9.) gegeben; die 
von Null verschiedene Determinante der Substitutionsconstanten ist bekannt. 
Die Differentialdeterminante der neuen Integrale ist gleich derjenigen der 
ursprünglichen, welche nach den Angaben Bd. 96 No. 21 hergestellt wird, 


dividirt durch die vorhin genannte Determinante der Substitutionseonstanten. 


4, 

Der Differentialausdruck in einer homogenen linearen Differential- 
sleichung sei ein System normaler Differentialausdrücke. Die homogene 
lineare Differentialgleichung, welche durch die erste Ableitung der Integrale 
und nur durch diese erfüllt wird, enthält als Differentialausdruck wieder 
ein System normaler Differentialausdrücke, dessen determinirende Factoren 
der Reihe nach dieselben wie vorhin sind, wobei in diesem Systeme als 
Bestandtheil auch ein Differentialausdruck nullter Ordnung mit dem deter- 
minirenden Factor 1 auftreten kann. (Entsprechend für ein System bei einem 
Punkte normaler Differentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 9)). Für jenen 
Differentialausdruck war ein System normaler Differentialausdrücke in Abh. 
Bd. 87 8. 281 hergeleitet und durch ein etwas anderes Verfahren in Abh. 
Bd. 107 8.60. Um das eine Verfahren mit dem anderen in Beziehung zu 
bringen, dienen folgende Bemerkungen. Die in Abh. Bd. 87 angegebene Her- 
leitung wird erhalten, wenn die in Abh. Bd. 107 aufgestellte in folgender 
Weise abgeändert wird. Es wird hier bei (7.) nach den Worten „wo A; 
der Coefficient von y,_, in dem Ausdrucke S,(A,,y,_., x), und wenn dieser 
Coefficient gleich Null“ gesetzt „so soll A,, A,;,, ete. gleich 1 sein“. Als- 
dann wird der Satz nach (8.) durch folgenden ersetzt: „Ist in einem Bestand- 
theile von (7.) der Coeffiecient der nullten Ableitung gleich Null und in den 
vorhergehenden Bestandtheilen gleich Null oder 1, so werden diese vorher- 
gehenden Ausdrücke differentiirt und = = z gesetzt, die übrigen Bestandtheile 
bleiben unverändert. In Abh. Bd. 87 waren die dem ersten derartigen Be- 


standtheile vorhergehenden differentiirt. 


Bemerkung: Bd. 115 S. 121 Zeile 10 von unten ist „Exponenten“ statt „Coel- 
\icienten“ zu setzen, $. 131 Zeile 10 von unten ist nach als „der reelle Theil von“ hin- 
zuzufügen. 











Canonical forms for the unique representation of 


Kroneckers modular systems”). 
(By Mr. Harris Hancock in Chicago.) 





T he fundamental conceptions of modular systems are found in 
Kroneckers „Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen“, 
a Festschrift zu Kummers Doctorjubiläum, which is reprinted in this journal, 
vol. XCH, p. 1—123. 

Professor Kronecker emphasized in this memoir the arithmetical side 
of algebra and gave a more extended and complete exposition of the results 
of previous publications and of his University lectures. Algebraic questions 
are treated by arithmetical methods. In a more recent work (this journal, 
vol. XCIX, p. 329 — 371) Kronecker employed his modular systems in the 
discussion of algebraie problems. 

Kronecker developed still farther the subjeet-matter of the „Grund- 
züge“ in his later leetures at the University of Berlin. With the help of 
notes on these lectures Mr. Molk (Acta Math., vol. 6) has extended some 
of Kroneckers ideas in a paper entitled „Sur une notion qui comprend celle 
de la divisibilite et sur la theorie generale de l’elimination“. 

Prof. Hensel has contributed many valuable papers to this subject 
in the recent numbers of this journal. 

Guided much by Kronecker lectures I (Quart. Journ. of Pure and 
Applied Math., No. 106, 1894) have discussed the question of the „Reduction 
of Kroneckers Modular Systems“. 

In the present work I have shown that the most general modular 
system may be reduced to a form, which is of such a nature that, however 


*) Diese Arbeit, welche am 15. Januar 1897 der Redaction zugestellt worden ist, 
ist ohne Kenntniss der von Herrn Hensel in diesem Journal Bd. 118 Heft 3 über diesen 
Gegenstand veröffentlichten Resultate abgefasst worden. 


Der Herausgeber. 
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the reduction of the original system may have been performed, the final 
form which is equivalent to my form, is identical to it. 


I. 


Reduetion of modular systems into forms which have as constant elements prime numbers raised 
perhaps to certain powers. 

In the present discussion only integers and integral functions of the 
variable x with integral coefficients are admitted into the realm of inte- 
srity*), which may be denoted by [1, «|. 

Let A, M, M., ..., M,, A’, M,, M;, ..., M) be integral quantities 
that belong to the preseribed realm of integrity. The equivalence (see 
also references in the footnote below) of two modular systems 

Gi Bu A A, BE 


and the congruence of the two quantities A, A’ with regard to one of these 
systems may be defined by a system of equations: 


(A.) A=A+2C,M,, A =A+2C,NM,, 
s s % I, 2.00 AN 
(B.) M=ZCM,  M=ZCM, Be 


in which the C’s and C’’s are also integral quantities of the realm of inte- 
srity [1, &). 
These same equations serve also to define the equivalence of the 
linear forms 
h—y ’ Ey ' ’ 
A+ ze M, Mn; A - BR; M, X 2) 
h=1 K=} 
since by means of equations (A.) and (B.) these forms may be transformed 
the one into the other by means of substitutions with integral coefficients 
which belong to the realm of integrity [1, x]; and the equivalence of these 
two linear forms is in turn, characterized by the congruence 
A=A (modd.M, M,, ..., M,). 
in eonnection with the equivalence 


(M,, M;, ..., M)® (M!, M;, ..., M}) 





*) See Kronecker, „Grundzüge etc.“, this journal, vol. XCIX p. 3 et sq., and 
vol. XCH p. 332 et sq.; or Molk, Acta Math., vol. 6, p. 20; or Hancock, (Quart. Journ.. 
\o. 106, p. 152 et sq. 
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Again, if the « congruences 


M,=0 (modd.M,, M;, ...., M,) G=1, 2... u) 
s 
exist, the modular system (M,,M,,..., M,) contains the system (M,, M,, ..., M/) 


and, if the systems mutually contain each other, we have the equivalence 
(M,, M., ..., MD) = (M,, M:, ..., M,). 


It is evident that any system (M,, M,,..., M,) may be transformed into an 
equivalent system by adding to or subtracting from any element in the system 
one or more of the other elements; and any element may be added to a modular 
system or laken away from it, when this element is a linear homogeneous 
function of the remaining elements of the modular system. 


If m,, m, ..., m, are integers, then 


u 


(mi, Mı, 2... m ,)  (d), 


where d is the greatest common divisor of the elements that compose 
the system. 
Consider next the modular system 


(.) No) Aa) +. fu@), 


where the f’s are integral functions of x with integral coefficients. 
The greatest common divisor of two integral functions 


fı(«) “. a+ac+mrX + +a,r", 
f(x) = b+b,2+b,2°+- -+b,r", 


where the a’s and b’s denote integers, and where m Sn, may be found 
as follows: 

Divide f(x) by f(x) and let the quotient be g(z) and the remainder 
r(x), so that 


hie) = sa)R@) tree). 


9, (€) 
n, 


Further let g(z) = -, where », is the least common multiple of 


the fractions that may occur in the coefficients of g(x), so that therefore 


_b@. 


g,(x) has only integral coefficients. Also write r(z) = - 
1 


Hence 


nf) a)hka)t+hle) = O0, 
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and similarly 
nf) —-9:(2)hla)+hle) = 0, 
(2) gla)fıle)+ßle) = 0, 


N,_: ar (€) 9 (e)f,-: (x) +fr (x) =. 
We must finally come to a result 


n,h-(2)-9-1(@)f,e) = 0. 
f‚(«) is the greatest common divisor of the two given functions. It may 


be a eonstant. 
It follows at once form the above series that 





n,fı(<) = 0 (modd.f,(z), (®)), 
: nf.(e) = 9 (modd.f,(e), f.@), 
(1) E f‚(@) = 0 (modd.f,_,(e), f,(@)), 
n,\f_ (2) = 0 (modd.f,(«)); 
and also that 
(2) = 0 (modd.f,(z), f.(z)), 


(2) fı (x) 


0 (modd.f,(z), f;()). 





f‚«) = 0 (modd.f,_.(e), f,-,(®)). 


From the first set of relations we have 


n.02.0z...n,_ fl) = 0 (mod.f,(e)), 


(3°) N,.N3...0,_,f2() 0 (mod.f,(«)), 


I 





| hs, ‚(2) = 0 (mod.f,(«)). 


Owing to the set of relations (2”), the equivalence of (I.) is not altered 
when f,(z) is added to that system, which becomes 


NE) Rod». (ua): A): 
Proceeding in the same way, we may find the greatest common divisor of 
fi(<) and f(x). This divisor may also be added to the above system. 
Since the degrees of the functions that are added in, are being continuously 
deereased, öf is evident that by repetition of the above process a sufficient 
number of times, we must finally come to a numerical factor, which call m. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 21 
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The system may therefore be written in the form 


(m, (2), h@) ka: Lo) Ad --.). | 
The coeffieients in f(x), f»(z), ... may be reduced so as to be at most | 


equal to m—1. This we shall suppose has been done, and we shall retain 
the same notation. 


The functions f‚(®), f(x), ... may have constant factors, so that we 
may write the reduced modular system in its most general form 


(11.) (m, m,fı(z), mıfı(&), .. .), 
where m,, m,, ... are less than m. 

If the integers m,, m,, ... are not all divisors of m, we can replace 
the system (m, m,fı(z), m,f(&),...) by an equivalent system, in which all 
the constant factors of the functions are divisors of m. For we may add 
to the given system any element »f,(x), and we may so choose constants 


ce and P that am, +ßn=t,, where £, is a divisor of m, and similarly for 
M,, etc. 


If m = u.v, where « and v are relatively prime to each other, then 
(m, tfı(@), &fla). -..)@ (u, fee), bla), ---), uf), bla), ---). 


For the right-hand side of this equivalence is composed of the four elements 


uv; (ubfı(e), uhfle), ...5; (vhfle), vhhle), -..); 
(f@), bh), - the), BAD, ---) 
we may add to the system that contains these four elements 
(eu+ßr)(thfi(e), bla), ...) = H (say), 
where « and £ are integers that have been so chosen that au+ßr =1. 
The second, third and fourth elements of the system are linear homo- 


geneous functions of w.v and H, and as they add nothing new to the system, 
may be left out of it. The system then becomes 


(ur, (eu+r)tfle), bla), ---); 
(m, tfı(@), bfl@), -»-)- 


Hence, since m = p\'.p?, ..., where the p’s denote prime integers, any mo- 
dular system 


or 


(m, mıfı(®), mıfı(®), -.-) 


can be decomposed into 


(pr, mıfı(a), me), ...)(pi, file), LE), le Ile)erlee). 
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We have therefore te consider the modular systems where the constants of 
the systems are primes or powers of primes. 
The general form of such a system is 


hr 2 
(Pi ’ m,fı(®), m, f(x), .. .). 
«r .e. h 
Sinee m, M,, ... are divisors of p,‘, the most general form of modular 
systems, which may arise in the present investigation is of the nature 


(III) (Pr Pe), Pla), Pla), -. -, pPr*Pıle), pP*’Dile),..., 
Wi, pXılz), pXr(le), ..., Plz), Pl), .. .). 


/ 


Il. 


Further reduction of modular systems. 


1’ When the prime is of the first degree, the most general form 
of the system is 
(p fı@), ka), » +; In@)), 
in which the funetions of x are so arranged that the degree of f(x) is 
greater than or equal to that of f(x), the degree of f(x) being greater 
than or equal to that of (x), ete. 
Suppose that 
fi) = ae" +a,2" "+. 
The equivalence of the system is not altered if we add f,(z) repeated k—1 
times, where % is an integer such that ka,=1 (mod.p). The other coef- 
ficients we suppose reduced (mod.p). Hence keeping the same notation 
we may suppose that the coefficient of the highest degree of x in each of 
the functions f(z), (x), ... Is unity, while the other coefficients are re- 
duced (mod.p). 
We may take out of f‚(x) all multiples of f(x) as follows: 


fı&) = g-— he) 
f,(@)  R@ 
where g, is an integer or an integral function of x, as is also f;(=). 
Hence 


hKe)-gqhea)+fike) = 0, 


or 


ha) = Mh@), RW); 
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and therefore 


(p, fı@), f.(&)) = (p, he), f.(@)), 
where fı(z) is of lower degree than either f(x) or fı(®). 
Continuing this process, the system finally reduces to the form 


(P h-ı(@), f,(@)). 


In this system either f,_,(x) is divisible by f,(z), and the system is then 
equivalent to 


(p, ,(&)), 


where f,(xz) is an integral function of x, whose coeffieients are all positive 
and less than p, or f, is an integer, and then the system is equivalent to 
unity, and ceases to be of interest. 


Proceeding as above, we may replace f,(x) by f(x), where the coef- 
fieients of the highest power of x in f(x) is unity, and the other coefficients 
are reduced (mod.p), so that f(x) has the form u tz,e+7,2°°+. +2”, 


where 0 sr, <Sp-l. 


The equivalent modular system of the system (p, fı(®), a(&), : : -, f„(&)) is 
therefore 


2”. When the prime occurs raised to the second degree in the 
system, its most general form is 


(a.) (p’, Pp(k), PY:(k), h(®), f.(®), .. .) 


We make the auxiliary system 


(P, fı(@), Re), - u 


From (1.) above 
(p; fı(®), f(®), all .) ya (p, f(&)), 


where f(x) is a function having similar properties as f(x) in the system (1.). 
From this equivalence follows that 


fi(@) = pF(@)+fle)fı(@), 
(2) = pF;(2)+f(z)f;(«), 


where F.(z), F,(@), ..., fi(@), f(&), -.. are integers or integral functions 
of x with integral coeffieients, which belong to the realm of integrity [1, «|. 
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It also follows that 
f(z) = „2 h@da(z)+pF(e), 


k=1,2um 
where g,(z) and F(x) are likewise quantities of the realm [1, =]. 
We define the function f(z) by the relation 


f@) = f@a)-pF@)= 2 fd). 
We have at once from the relations above 
fi(@) = pF@)+f@)f.(@), @=1,2,..) 
where F(z) belongs to the realm of integrity [1, =]. 


The function f(x) may be added to the system (a.), and writing in 
this system the values of fi(z), f(x), ... just derived, it becomes 


(p’, PpılE), PP@), ---, PFl@) + @), PP) DR), ---, (@)), 
which system is equivalent to 
(p’, Ppı(l@), PP:@), ---, PFı(@), pFı(@), .- .f(®)), 
that is, to 
(p(p; plz), Pl), -., File), F,(&), ...)) f(&)), 
which from (1.) above, becomes 
(p(p, g(@)), F@)) = (pP), pg@), F(®)). 
The coeffieient in g(z) may be considered reduced (mod,p), and those of 
f(x), reduced (mod.p’). 
Hence 
2) (P, PA), PR, 1 ha) ha) --)= (Pi, Pgla), F@)). 
3. When the third power of the prime enters the system, it may 
be written 


(b.) (p’, pfi(®), pf.®), ... pP, («), P:P;(x), ... Pr, (©), P,(x), er y 
From the auxiliary system 


(p’, pPı@@), PP), .., Fa), Pla), ---)= (Pf, pa), Fo), 
we have 
Ye) = pPH,()+p@(e) G,(2)+ F(x)F;(«), end) 
where H,(z), @,(x) and F,(x) are quantities belonging to the realm [1, x]; and 


Fa) = ph@)+0, 2 PdBıld)+, Z_ Fo)P@) 
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where h(z), ®,(z), #,(x) belong to the realm of integrity [1,&]. Now write 
f(@) = Fla)-p'h(a)=p &, P.@)P.(@)+, & wi(@)wi(e). 
Then it follows that 
Pa) = p’H,(@)+pG(2)@,(@)+f@)F,e), 


where H,(z) is an integral function of z or an integer. 


lt is clear that f(x) may be added to the system (b.), which becomes, 
when the above values are written for w,(z), w.(z), ... 


(pP, pP file), Phl@),..., pPPı(lz), pP:(®),.. „Pp’H,(z)+PpG(2)G,(z)+f(e)F, (X), 


p’H.(2)+pG(2)G;()+f(@)F;(e), ..., f(®)) 
This system is equivalent to 


(Pi, Phla), Phlo), ..., pPıl@), PP:(e), .... P’Hla)+PG(a)G,(e), 
p’ H,(z)-+pG(x)G;,(x), u AR)) 
(3.) = (p(p, pfı(&), pfı(@), :.-, Pilz), Die), ..., pH, (2) +G(x)G,(e), 
pH:(z)+G(2)@,(@), ...), f(®)) 
= (p(p', p&a), ge), fiR)) = (pP, PS), pgle), FR): 
T'he ceoefficients of #(z) may be considered reduced (mod.p), those of g(z) 
reduced (mod.p’), while those of f(x) are reduced (mod.p’); and this is an 
essential reason why the auxiliary system was taken having p raised to 
the second power. 
Proceeding in. the same manner and taking the auxiliary system 


whith p raised to the third power, it is easy to see that the most general 
form of modular system with p to the fourth power is equivalent to 


(4.) (p’, pP’fl@), p'gle), ph(z), kl), 
where the coeffieients of f(x) are reduced (mod.p), of g(xz) (mod.p’), of 
h(®) (mod.p’) and of k(z=) (mod.p*). 

In general the modular system having as constant term the n"" power 

of p is equivalent to 

(n.)  (p", pP" fe), p""g(e), phil), ..., r(@), s(@), @)), 
where f(x) has nothing to do with f(x) used above, and is reduced (mod.p), 
g(z) is reduced (mod.p’), ..., r(x) is reduced (mod.p””"), s(z) (mod.p""') 
and £(z) (mod.p”). 
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III. 


Canonical forms for these systems. 
Let us return to system (1.) p. 154 which has the form 


(p, 6), 
where the coeffiecient of the highest power of z in #(z) is unity, and the 
other eoefficients have been reduced (mod.p). 
1’ Suppose that the original system (p, fı(=), (®), . . ., f„(z)) has 
been reduced by a different method to the form 


(p, 9,(@)), 
where the coeffieient of the highest power of z in #,(x) is unity, and the 
other eoefficients are at most equal to p—1. 
The question naturally arises is #,(x) the same function of x as is 


(x), that is, is (p, 6(z)) the unique reduction of the original system. 
From the equivalence 


(1) (n, 9@)) = (n, 9,(2)) 
we have 
92) = P(x)$, (2) (mod.p). 
d,(2) = (x) 9(z) (mod.p), 
where P(z) and 7(x) are quantities belonging to [1, «|. 
Multiplying both sides of the above congruences together, we have 
9(z2)0,(z) = Plz) P(x)6(z)6,(z) (mod.p). 
Since neither #(z) nor 6, (x) is divisible by p, we may divide this congruence 
by the produet #(z)#,(xz), so that 
1 = P(z)P(x) (mod.p). 
Let the degrees of P(z) and P(x) be m and n respectively, so that the 
eongruence takes the form 
(2”+a,2” "+ )(bua”+b,e"" +) = 1 (mod.p). 
Since this congruence exists when the variable vanishes, and since the 
coefficients of the highest powers of x in #(z) and 9,(z) are each unity, 
the eongruence is of the form 
(0+0+:--+0-+1)(0-+0+--+0+1) = 1 (mod.p), 


or Plz) = Plz) = 1; and consequently d(z)=9,(x) (mod.p). 
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T'he coeffieients of like powers of x in these two functions must be 
equal, since they are all less than p. Hence 6(x) =®,(x) and (p, 6(x)) may 


therefore be considered a canonical form for the unique representation of the 
modular system 


(p; (©), al@), ---; f.(&)). 


2° We consider next the reduced system in which p enters to the 
second degree. This is (p. 155) of the form 


(p’, pg(®), f(@)). 


From the auxiliary system 


(p, 9), fe)) = (p, Me), 
where the initial coeffieient of #(z) is unity and the others are reduced 
(mod.p), we have 


6(2) = 0 (modd.p, (€), f(«)), 
or 
p6(a) = 0 (modd.p', pg(e), f(®)); 

and also 

fix) = (a)0 (z)+pYp(e), 
in which #")(z) and Y(z) are integral functions of the realm of integrity 
[1,2]. To save repetition all new quantities that are introduced may once 
for all be considered as belonging to this realm, and for brevity we shall 
use the function sign alone for the function of x. 

The reduced system may be then written 


(p’, pg, pP, pp+90"). 
But from (1.) 


g=0V (modd.p, 0), 
and therefore 
pg = 0 (modd.p’, pP), 
so that we may omit pg from the above system, which becomes 
(p’, P9, pp+90°). 
Owing to the presence of p’, p® within this system, we may suppose that 
the coeffieient of the highest power of x in 9 is unity, while the others are 


reduced (mod.p); that the coefficients of g have all been reduced (mod.p), 
and that the degree of is less than that of @. 
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We may therefore assume in this system that: 
a) Initial coefficients of 9 and 9 are unity; 
b) p is of less degree than ®; 
c) all the coefficients of the respective functions have been re- 
duced (mod.p). 
If by any other method of procedure the general system (a.) p. 154 
has been reduced to a form 


(A.) 


(p, Pd, ppı+9,0)), 
and if the conditions (A.) are true for the corresponding elements of this 
system, then from the equivalence 
(IH) (pP, p6, pp+H0”) = (p', PO, ppı +4”), 
it may be shown that 9=9, p=y, and 00 = MH), 
For it follows from (II.) that 
ppı+9,0 = pAf+(pp+HH")g (mod.p’); 
and therefore 
9,0 = H0)g (mod.p). 
And in a similar manner 
90 = Hg, (mod.p). 
These two congruences, when multiplied together, give 
990,0 = HH, yg, (mod.p), 
or 
l= gg, (mod.p). 
Hence as on p. 157, g=g,=1, and consequently 
(1.) 00 = 9,6 (mod.p). 
Further from (Il.) we have 
p9, = p®.F+(H6"+py)G (mod.p’). 
Hence g0®G is divisible by p, and consequently also @, so that we write 
G=G,.p; then from the above congruence 
6, = 9.F+(H0"-+py)@G, (mod.p), 
or 
6, = $|F-+0G,) (mod.p). 
In the same manner it may be proved that 


6 = 4|[F, +” Gi’) (mod.p), 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 
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and consequently 
00, = 09, [F-+H0"G,||F, +0” G@!’] (mod.p). 
Hence as above 
F+0G,=F +0") =1, 
and therefore 
9 = 69 (mod.p); 
but as the eoefficients of both 9 and 9, have been reduced (mod.p), 
= 06; 
and consequently from (1.) 
0 = MM, 

Owing to the equivalence (Il.) we have 

(pP, p9, pp+90®) = (p’, p9,, ppıt+ 9,0, pp+00°) 
or, since d9=6, and 0) =), 

(p’, pP, pp+90) = (p’, p9, ppı+90”, p(p-pı)). 


From the last equivalence follows that 


p(p—-9Y,) = p0.B+(pp-+696°)) A, (mod.p°), 
and consequently A060“) must be divisible by p and therefore A is divisible 
by p, so that we may write A= A,p. 
The ceongruence becomes then 
$-y, = 9.B+(pp+00®)A, (mod.p), 
or 
9—Y, = O[B+A,0")| (mod.p). 
Since the degree of ® is greater than that of either p or 9,, it follows 
that B+A,0" == 0 (mod.p), and consequently also g—-Y, = 0 (mod.p) and 
therefore 
di ı 
We may therefore regard (p’, p@, py-+00°’) as a canonical form for the 
unique representation of modular systems that have a prime ocurring to the 
2"! degree. 
3’ The reduced form of modular systems, in which p’ enters, was 
found (p. 156) to be of the form 


(p’, p’f(@), pg(e), h(@)). 
Make the auxiliary system 


1) (p, pf(e), ge), h(z)) = (p’, pO(z), pp(a)+0(c)0”(z)), 
the conditions (A.) p. 159 being fulfilled. 


fi 
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It is evident from 1) that the equivalence of the reduced form is 
not affeeted when the elements p’d(z), p’y(z)+p4(z)H(z) are added to 
it (see p. 158). The system becomes then 


. 
(v', Pf, P°0, pg, pPip+p06°, h). 

Since p?f is linearly expressible in p’, p’®, p'y+p06°, as is also pg, these 
terms may be omitted from the system, which becomes then 

(p’, pP’, p’py+p90, h). 
Further from 1) we have 

h = pw(z)+p00"+(py+HH®’yyp. 
The system which we have to discuss is 
(p’, PO, Py+pO0, Pw+pH0”° +ppy’ +00 g")), 

Owing to the presence of p’, p’@, p’y+p®6" whithin this system, we 
may suppose that the initial coefficient of Y’ is unity; and we may assume: 
a) the initial coefficients of 4, 9° and g are each unity; 
b) g and w are of lower degree than ®: 
c) 4° is of lower degree than 90: 
d) the coefficients of all the functions are reduced (mod.p). 
Suppose that the original system was reduced by another method to a form 
corresponding to the one just written, where the corresponding elements 
eonform to the conditions (B.), so that 


(B.) 


pe 00”) 
( .) ER p) p) ) h (2 1 
| (pP, PA, Prpıt+p9, pw. +p0,> +ppıp +4, y.) 
Whe shall see that the corresponding elements are identically equal. 

As in the preceding investigations it follows at once from this equi- 
valence that 


9) = Hy’ f, (mod.p). 
and 


9,0) y 99’ f (mod.p): 
consequently ffı = 1 (mod.p), and therefore \, =f=1, to that 
(1.) Hy) — HH Y) (mod.p). 
We have further from (III.) 
p9,0” = pH" B+(pHH? Hppy+HH")y")A  (mod.p’), 
rom. which follows that A must be divisible by p; and writing A=pA,, 
22* 
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we have 

0,0) = HH" [B+Y"A,]) (mod.p), 
and similarly 

90) — H,ANTB,+yp" A] (mod.p). 
Hence as has been shown above 

B+y”A,=B, +y AP’ =1, 
and 
(2.) 99) — 9,64) (mod.p). 


Whence on referring to (1.) 


1 


ER (1) 
, A. + Di 


We find again from (III.) that 
pP 9, = pP9C+[pp+p90]B+[pw+p00"+ppyp"’ + p"]A  (mod.p‘), 
where A, B and C are used for convenience and have nothing to do with 
the same quantities previously used. 
From this congruence one sees that A=pA,, and therefore 
(a) p9, = pdC+|pp+ | B+[ pyw+pHH"+ppp +0" p"’] A, (mod.p?), 
and also 
99 [B+Y"A,] = 0 (mod.p), 

or 

B= —g"A,+pB.. 
Write this value of B in the above congruence, and it becomes 
pd, == p6C+ppl—y Aı+pB]+00 [YA +pB;] 

+[p'y+p00° + pp’ +00 y]A, (mod.p’), 
or 

r0, = p$C+p’pB,+p00B,+[pw-+p#0®] A, (mod.p?). 
Hence 
9, = NIC+H"VB,+0®°A,)] (mod.p); 
and similarly 
0 == 4,[C"’ + BHO AD] (mod.p), 
and consequently as above 
(3.) = 4. 
This combined with (2.) gives 
0) = HM, 
Remark. It might happen in («.) that B=pB, and A=p?A.. 
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It follows then at once that 
9, = 4C+H0"B, +00 y) A, (mod.p), 
or 
9 = OIC+H"B, HH" y "A| (mod.p), 
with an analogous expression for 6. 'T’'he same reasoning is then applicable 
as was used before. 


Proceeding as on p. 160, we write the equivalence (III.) in the form 
(pP, P’0, pry+pH0”, pw+pH0” +ppy +90“) 

(IT) 1 (p’, PO, pPypı+ pH, pPIpı—Y). pw tpO9”’+ppy Hp", 
pw, —v) +p6[0,? — 0] py'’\pı gg ). 





From this equivalence we have 
pp —-$] = pP9c+[p’p+pH9" |b+ [pw +pHH"’+ppyp"+HH" ya (mod.p’). 
It may be shown preeisely as in the derivation of (3.) above, that 

p—Yp Hc+0"b,+0"a,| (mod.p). 


Since the degrees of y, and „ are both less than the degree of ® (ef. (B.) 
p. 161), it follows that 


= 9 
Again from the equivalence (III‘.) we have 
Pan W)-+ PL —0®] — p'9CH+[p'p+p80®]B 
+[pw+pH0' +pyy’+HH"yp"’])A (mod.p’). 


Hence 
A = pA,, 
and 
er 09) — HHVTB+Y" A, (mod.p), 
or 


[109 —0®] OOTB-+Yp® A,). 
Since #0) is of higher degree than either 4”? or 0°, it is evident as 
above that 


> MM. 
Since y, and w are of less degree than ®, it follows also as above that 
w == V. 


We have thus proved that all of the corresponding elements in the equi- 
valence (III.) are identically equal, so that we may consider the system 


(p’, p’6, pPy+p90, pPw+pH0” +ypy + g) 
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as the canonical form for the unique representation of modular systems thai 
have as constant element p’. 


4°. "The reduced system which contained p*, was found (p. 156) to be 
(pP, pf, p’g, ph, k). 
Making use of the auxiliary system 
(Pi, ph, Pg, h, k) = (pi, P'9, pPip+p00°, pw+p00®" +ppy") +08 p), 
where the conditions (B.) p. 161, are fulfilled, it is found that the equivalence 
that corresponds to those hitherto discussed, is 


(Pi, 0, pt, Fre +P"p, p'x+p’90° 
+p’pg+p wu + Pd 9 +p 909 yO -ppy®yd 999 gD y®) 
(LV.) = (pP, P9, PptP9N, Pr +POI” HP pP HPA’, 
pP atp 90 Hp pp +pv vi +p0, 0’ > HP, yi? 
+P pp’ y +0, pP yV). 
Corresponding to, and derived in the same manner as the assumptions (A.) 
and (B.) p. 159 and 161 respectively, we may assume here that: 
a) the initial coeffiecients in 9, 0, g® and w“ are unity; 
b) the degrees of 9, w and x are lower than that of #; 
(©) e) the degrees of 9° and 9% are lower than that of 9; 
d) „9“ is of lower degree than g"; 
e) the coeffiecients of all the functions are reduced (mod.p). 
If we consider (1.) p. 161, it is seen that here 
(1.) Hy Pw — 9,0) pw (mod.p). 
From (IV.) we have 
20,00 y® 2009 y® B+[PO8®g® +p909 yO+pyg® yO +H9d g® m] A 





(mod.p°); 
and hence 
A = pA, 

so that 

0) Ze HP HPI[B-+w"A,) (mod.p) 
and 

I — IPB AHV AP] (mod.p), 
therefore 

(2.) Hy) 0A Y) (mod.p) 


and consequently from (1.) 


1 at! 
ve = ww. 
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From (IV.) we see that 
„00 = PO C+[pFOO? +p’pyp+pHH p’|B 
+fp 009 Hp’ pp” +p’ up) +POHV’ yP+pHH y’+ppyy" 
+40’ yw"’]A (mod.p’): 


hence 
A = pA,, 
and 
9 HTB+W"A) = 0 (mod.p), 
so that 


B= —yV)A +pB.. 
The above eongruence may then be written 
»0,00 pH) C+[pOH9 +ppg +40 „I —w A,| 
+[p90°° +p pp’ +40’ g’|pB, 
-[P009 + pp + pp ++ YO + DE + GO u] A, 


(mod.p’), 
or 


0,00 = pOHV C+[ pOO_®+ppy+HHVy"’]pB, 
+[p009 + pP’ yy"?+p ww) +PHH’y]A, (mod.p’). 
Hence 
9,00) = HH [C+y"B,+y”A,] (mod.p), 
and in an analogous manner 
90 — HATC,+YpWB’+Y A] (mod.p) 
and consequently 
(3.) 90 9,0’ (mod.p). 
Therefore from (2.) 
gyD — p®, 
Owing to (IV.) 
pP = P9.D+[ppy+pPPH90PIC+[ pw +p’H0"’+p’ pp) +PHH" p")]B 
+[ pP’ + pP O®’+p’pp) + pP wy! ++ PII" y’-ppgw" 
+) pw ]A (mod.p*). 
Hence 
A = pA,, 


and 


Hd y®TB+A,w") = 





0 (mod.p), 
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so that 
B= -Av"+B;p. 


Substitute these values in the congruence above, divide by p and it becomes 
p9 = P9.D+|py+PBo CH pP yv+P "++ HT—A,v’+B, p| 
+ [pP + PH pH HH YD+ ppy" y® 


+ y"w")]A, (mod.p’). 
or 


p6, = p6.D+[pp-+99"\C+[ pw+ PO"? +p pp" +HH"p"]B, 


+[ px +pOP+pppy?+HV 4] A, (mod.p’). 
Hence 
9 IC+yB,+p9 A] = 0 (mod.p), 
and consequently 
C= -y"B—y°"A,+pC. 


Give this value to C in the above congruence and we have 
p0, = p0.D+[ pp+[-y"B,—-y®"A+pC;] 
+ pPv+ PH” + pp + HB, +] p’z+ PO" +ppp"?+HH"Pp”] A, (mod.p’), 
or 
6, 9.D-+[|py+96"|C,+[pw+60®|B,+[px+00®]A, (mod.p) 


1. €. 
6, == #[D-+9,0,+0”B,+60%A,] (mod.p), 
and in a similar manner 


0 = 6,|D, +) CD + BI +H@ AU) (mod.p). 
Hence 


(4.) 0 u 0, 
and therefore from (3.) 
HD) — 9m, 
From (IV.) we form the equivalence 
(pP, 20, Prp+P'90, prv+PO99+p pp +POH" p" 
p°’x +p' 06° p° py’+p wy)+p dp 99°) we 
+ppp" wr4 90 yp\ we 
= (p', 29, Ppı+ PO, pp —Y] Pu. + PO +p pp +P’ y", 
PIv-wl+Pp Or —-9")+ pp" [pp], PaA+PON+p’ppN 
+p?y, y)+pOH® GO+P y®+ pp, pP yO+ HH) pO pi) 
+PIa-2)+P”-0°)+ pp pP? -Pp”]+pFv lm —-Y] 
+? [pp ]+ Pay OP 99) +pyyP’lp,—Y))- 


AV’) 
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Noting the element p’[y,—y] in this equivalence and referring back to the 
method by which (4.) was derived, it is seen that 

p-Yp = Od+0") c+0”°b,+9®a,) (mod.p). 
Since the degrees of y, and Y are less than that of # (ef. (C.) p. 164), 
we must have = g.. 

From the equivalence (IV'.) we derive the congruence 
vn —y]+p Ole? —-0°) = p’9.D-+[ pp+p’0H®]C 
+ PvP" HP B+L pr ++ pp” +pwy” 

+POBO OL POBO OLD Y HIHI" Y®] A (iod.p); 

therefore 
A = AP, 
B= —-Aw’+pB,, 
so that the eongruence just written takes the form 
pw, —w]+6[0?—0”] = p6.D+[p p+09®)C+[ pyw-+p96 ’4+-ppp"’ +60" gp\B, 
+[p’z+pH9o0”+pypy”+H0"y"]A, (mod.p’). 

We must consequently have 

9er) = HH" [C+B,y”+A,p”) (mod.p), 
& Hr—-0°) = HV[C+B,p"+A,p"] (mod.p). 
Since the degrees of #9” and #” are less than the degree of 0" (ef. (C.), 
p. 164), we conelude that 

02 = OR. 


1 


Then as in the derivation of (4.) above 
v—y = 6[D+C,#”+-B,09”+A,0°), 
where the quantities D, C,, B, and A, are not necessarily the same as 
those quantities used above, but are employed here for eonvenience and as 
an index for the generalization of the questions under consideration. 
The degrees of w, and w being less than that of #, we have 
v= mW. 
Finally we obtain from the equivalence (IV‘.) 
Pin-2)+Pf0 [or 09]+ pP’ ylp PHP" [p—p”] 
= #9.D+[ pPp+pH6®)C+[ pw-+p’ HH’ +p’ pp" +P60”gp")B 
+ [pP + POP’ +p’ pp "+ p’yy +0" p”+PpH0"yw’+ppy“ wo pw "] A 
(mod.p"). 
Journal für Mathematik Bd. OXIX. Heft 2. 25 
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Write A=p4A, and this becomes 
PIa-2)+P0[l0”-0°)+pplp’—y”]+00 [pp] 
= 99.D+[p’p+poH")\C+[py-+poH”+ppp"+6H0" g"]B+[p’x+p’00” 
+ PD pp ®’+p up + POP p>+POO"y®+pyp"yP+HH® gO)y m] A, (mod.p?). 
Hence we have 


BT) = HH YPTB+w"A,) (mod.p), 
or 


[99] = WO[B+W®A] (mod.p) 
T'he degree of g being higher than that of either |” or 9”, we have 
p? . pP, 
Write B= —w"”A,+pB, in the above congruence and dividing by p we have 
plx-x]+p[0”—-6°%) = p6.D+[ pp+0o"|C+[ pry-+pH0”+ppp"”+HHVp"\B, 
+[p’z+pH0”’+pypp”+66"y")A, (mod.p?). 
It follows that 
or —H°) = HH" TC+B,y"+A,p9”] (mod.p), 
or 


[0P—0®] = 0V[C+B,y"+A,9®] (mod.p); 


and since the degrees of #° and 0 are less than the degree of 0”, it is 
necessary that 
3 (3) 
09 = MM), 


As has been repeatedly deduced 
4—-x = 0[D+0,0®+B,0%+4A,0®] (mod.p). 
The degree of # being greater than that of x or %,, we must have 
V u 4 


We have thus seen that corresponding elements in the equivalence (IV.) are 
identical, and we may therefore consider the modular system 


(Pi, 0, Pp+P0o), Py+p90"+ pp’ +POO I, 


as a canonical form for the unique representation of modular systems in which 
p to the fourth power enters. 
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5° We consider next the relations that exist among the forms which 
we have derived: 


(3 9): 
(pP, P9, Pp+00"'), 
(pP, Po, py+p90”, Pw+pHo0’+ppp"+HRp"), 
(pr, Po, Pp+P90), Py+P HH" +p pp" +PAO" p", 
Pa+P O0" +p’py”+p'ww”+p9H0" p”+pH0” vD+PppN WHEN Op), 
Write 
HH = % 
M, = pp+00”, 
M, = pPw+p6H”’+ppp"+HO"p", 
M, = PHP HP IN. 
Hence 
M, 6, 
M,;, = pp+M,0”, 
M;, = pw+pM,6’+NM,p”, 
M, = px+pPN,0®+p My" +M;w”, 
M, = p'o+p’M,6®+p’M,g”+pM;w”+M,y”, 
M, = p’t+p'M,0®+ p’M,g®-+p’ M;w®+pM,g®+M,0”, 


We may therefore write the canonical forms: 


(p, Mh), 

(pP; pM,, M,). 

(p’, pM,, pM,, M;), 

(p’, p’M,, p'M,, pM;, M,). 

(p°, p'M,, p’M,, p’M,;,, pM,, M,), 

(pP), p’M,, p'M,, p’M,, pM,, pM,, M,;), 


where M, is expressed linearly in terms of M,, M,;,, M,, M, by the formula 
above, and when expressed in terms of the elements that constitute the 
system analogous to that given on p. 164, 


23* 









170 Hancock, canonical forms for ihe representation of Kronecker’s systems. 


M; = p'o+p?|00® +p | VI + pl BED yDyD; 
+ |pp®+ | By + Ka 
+ PH pp! yr+ | wg" 
4 HNO D + |ppPy9yn 
ypyp9y" 
| vydy® 





and 


M, = p’r+p' | 60% +p° 00” g® +p?| 009g y® +p| Bd Op I HI GO yo", 





+ pp + IA + | OHHAZD + 0 yR a" 
+ w®+ pp" y® + 908 wDyd + LT yDo® 
+ + OD + pay + OO YO ya) 
+ |o0® + pp®y” + 00" yo + pp wg" 

4 dr 4 y? a 

+ |) + |ppPy®do® 

4 pp) 0") ar Hy 

+ + Ay a 

+ yo + ey gn 

We note that the system which contains p has 2 terms, the one that 
contains p’ has 2° terms, that in which p’ enters has 2° terms, while 2° terms 
are found in the system that has p” as constant element, etc. 

Further in M, the number of terms that have p' (k=1,2,...,6—1 
as factor, is given by the coefficient of that power of p in the binomial 
expression (p+1)’""; which is true in general. 

When systems of the above forms are placed equivalent to eaclı 
other, as for example (IV.) p. 164, they are identical. The proof for cases 
in which higher powers of p enter, is preeisely the same as that given for 
the cases above. These forms may therefore be regarded as canonical 
forms for the unique representation of Kronecker’'s modular systems. 





Druckfehler. 
Es ist zu setzen: 


S. 148 2.5 v. u. Kronecker’s; S. 156 Z.2 u. 7 % statt w; S. 156 Z. 9 pP&G(z)—G,(x): 
S. 156 Z.4 v. u. p’r(x), ps(z). t(z); S. 159 2.7 v. u. OOWG statt GHV)G; 


\ 
‚IvupgppV; 8.164 2.7vu 60VdgW =ete.; 8. 164 2.5 v. u yWAU; 
.Ivu.gV—= gW; 3.166 2.20 OWC,; 
> v. u. p°0, p’p, +p’00m, p’Ip,—gp], p’w,—+ ete. 
\ 


. u. ist + am Anfang zu tilgen. 








Ueber die Verzweigung der dreiblätterigen 
Btiemannschen Flächen. 


(Von Herrn L. Baur in Darmstadt.) 


In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, wie meine Unter- 
suchungen über die Functionen eines kubischen Körpers ein durchaus an- 
schauliches Beispiel liefern zur Erläuterung der allgemeinen Entwickelungen, 
die Herr Hensel in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 17. Oc- 
tober und 28. November 1895*) veröffentlicht hat. 

Ohne irgend welche Beschränkung der Allgemeinheit kann die Grund- 
gleichung eines beliebigen kubischen Funetionenkörpers 42 in die Form 


Y+fy+hk = 0 
und 

ho AAB’h, 

f; A}A,B’h, 


gesetzt werden derart, dass A,, A,, B, h,, h, ganze rationale Functionen 
von x sind, dass das Product A,A,B keine mehrfachen Linearfactoren be- 
sitzt, dass A, prim zu A, und schliesslich %, prim zu A,Bh, ist. Bedeutet 
dann # die Diseriminante der Grundgleichung, so ergiebt sich 


I = — 4145B’D’4,, 


wo D eine vermittelst des Euklidischen Verfahrens zu bestimmende, mit 
f, und f; theilerfremde ganze rationale Function von x ist und das Pro- 
duet A,A,B4S, ebenfalls bloss einfache Linearfactoren besitzt. 


*) Neben diesen vergleiche für das Folgende meine Arbeiten im 43. und 46. Bande 
der Math. Ann. 
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Hiernach erhält man für den grössten gemeinsamen Theiler D; aller 
Determinanten öter Ordnung und für die Elementartheiler E,, E,, E, des 
Systemes 


Il y yı 
Il pl, 
1» 9 


in welchem y,, Y, % die drei conjugirten Werthe von y bezeichnen, die 
Ausdrücke 


DB, =1, 
D, = (Yı 9 W)= (fl, MP) = AARB, 
D, = const.YJ = A} A,B’D 4} 
und 
Bi], 
E, = A}A} BR, 
E, = A,A!B?D4}. 
Bedeuten also weiter 2—-a,, c—b, c—d, ©—d, beliebige Linearfactoren von 
bez. A, B, D und 4#,, so sind nach dem oben Gesagten die Factoren 
x—a, und z—b alle verschieden von c—d und z—d,, und es heissen dem- 


nach die Elementartheiler und die kleinsten positiven Reste ihrer Ex- 
ponenten 


für die Stelle a, bez. 1, (x-a,), (z-a)' und 0, 1,0, 
- . - a; = 1, (2—a,)®, (z—-a,)' 2 0, 4, 4 
’ e m b + l, (e-b)}, (©—b)} . 0, 5 }. 


Auf den Exponenten von z—d haben die Factoren A,, A, und B sicher 
keinen Einfluss; ist ferner D theilerfremd mit /,, so hat der kleinste posi- 
tive Exponentenrest von 2—d den Werth 0, wodurch die weiteren Schlüsse 
nicht berührt werden; ist aber ein Factor e—d gleich einem Factor z—d,, 
so wird dadurch der kleinste Exponentenrest des betreffenden Factors nicht 
verändert, die kleinsten positiven Reste der Exponenten der Elementar- 
theiler für die Stelle d, heissen vielmehr jedenfalls bez. 0, 0, 4. 

Die betrachteten Reste bilden also jedesmal nur eine Bruchsequenz 


RE 
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und zwar 
für z-—a, und xz—d, die Sequenz [1] = (0, 4), 
2m. 2 - -. 01-049 


es findet mithin nach Herrn Hensels erster Arbeit im Endlichen bloss an 
den Stellen «a,, d,, a, und b eine Verzweigung statt, und zwar hängen in 
der zugehörigen Riemannschen Fläche T an den Stellen a, und d, je zwei, 
an den Stellen a, und 5 je drei Blätter zusammen: ein Resultat, welches 
mit dem meinigen insofern völlig übereinstimmt, als ich gezeigt habe, dass 
die Diseriminante des Körpers (2 durch die Gleichung 


IQ) = — A,A!B?4,; 


vegeben ist und dass demnach, wenn man die Grade der hier auftretenden 
Factoren durch die entsprechenden Buchstaben des kleinen griechischen 
Alphabetes bezeichnet, dieser Körper im Endlichen «,+Jd, einfache, «+ 
zweifache durch die Gleichung /(2)=0 gelieferte Verzweigungspunkte 
besitzt. 

Was die zweite der eingangs erwähnten Arbeiten angeht, in welcher 
Herr Hensel die Verzweigung der drei- und vierblätterigen Aiemannschen 
Flächen näher betrachtet, so ist jetzt unter Berücksichtigung der S. 171 er- 
wähnten Eigenschaften der Functionen A, A, B, h, und Äh;: 


(fi, fi) = AAlB} 


und 





RR ı 44 p3 
const. ——— = 4743B°’D1}. 
(f,, #3) 
Das auf der rechten Seite auftretende Produet enthält den rationalen 
Theiler D oder auch BD, und wenn man durch diesen dividirt, so erhält 
der betrachtete Quotient die redueirte Form 


RN _ (4,13 ArY 
RG, 5) AN 


eine Form, welche der von Herrn Hensel geforderten vollständig entspricht 
sowohl bezüglich der Anzahl der Factoren und der Grösse ihrer Exponenten 
als auch bezüglich der Thatsache, dass die rationalen Functionen A,4; 


A , .. ’ , i i 
und E beide bloss einfache Linearfactoren besitzen. Nach Herrn Hensel 
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ist hieraus zu folgern, dass im Endlichen den «,-+0; Linearfactoren von 


r E ® . A 
A,f, und nur ihnen einfache, den «,-++/ Linearfactoren von nr und nur 


ihnen zweifache Verzweigungspunkte der ARiemannschen Fläche T ent- 
sprechen in genauer Uebereinstimmung mit meiner Arbeit“). 


*) Bestimmt man die Verzweigung im Unendlichen nach Herrn Hensel durch Ein- 
führung homogener Coordinaten oder nach der im 43. Bande der Mathematischen An- 
nalen S. 519 von mir angewendeten Methode, so erzielt man auch hier dieselben 
Resultate. 
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Ueber die elementaren arithmetischen Eigenschaften 
der reinen Modulsysteme zweiter Stufe. 


(Von Herrn Kurt Hensel.) 


\ 


In zwei soeben in diesem Journale veröffentlichten Abhandlungen *) 
habe ich gezeigt, dass man jedes reine Modulsystem zweiter Stufe: 
(M) = (F,(z), Fı(e), ..., F,(&)), 
dessen Elemente beliebige ganze ganzzahlige Funetionen von z sind, auf 
eine eindeutig bestimmte redueirte Form bringen kann, und die dort ge- 
fundenen Resultate will ich jetzt zur Beantwortung der folgenden beiden 
Fragen benutzen: 
1) Wie gross ist die Anzahl N(M) aller modulo (M) incongruenten 
sanzen ganzzahligen Functionen von x? 
2) Wie gross ist die Anzahl „9(M) aller modulo (M) incongruenten 
und zu (M) theilerfremden Funetionen von x? 
Die Lösung dieser beiden Aufgaben war bisher im wesentlichen nur 
in dem allereinfachsten Falle bekannt, wenn 
(I) = (P, P(=)) 
ein Primmodulsystem, wenn nämlich p eine beliebige Primzahl und 
P&) = ytyıczt+ "ty" +8” 
eine modulo p irreductible ganzzahlige Function von x ist. In diesem 
Falle bestehen nämlich die beiden Sätze: 
Jede Function von x ist modulo (p, P) einer und nur einer redu- 
eirten Grösse 
(1.) +a2c+--+c,_,2”" ( eh ‚) 


ii 1. B— 


congruent, also ist die Anzahl der modulo (p, P) ineongruenten 


*) K. Hensel, Ueber die Zurückführung der Divisorensysteme auf eine reducirte 
Form, erste und zweite Abhandlung, dieses Journal Bd. 118 S. 234—251 und Bd. 119 
Ss. 114—130. 
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Functionen des Bereiches [1,2] durch die Gleichung 
NAT =N(p, P)=p" 
bestimmt. 

Eine Function von x besitzt dann und nur dann mit (p, P 
einen gemeinsamen Theiler, wenn sie durch jenes System theilba: 
ist, wenn also in ihrem redueirten Ausdrucke (1.) alle Ooeffieienten 
c;,=(0 sind. Daher ist 


YUH)=Yy(p, PA=p'—l. 

Diesen Systemen am nächsten stehen nun diejenigen, welche, wie 
z. B. (p‘, P’), zwar selbst keine Primdivisorensysteme sind, deren sämmtliche 
Elemente (F,(z), ..., F,(x)) aber nur durch ein einziges solches System 
(IN=(p, P(x)) theilbar sind. Ich habe diese in der zweiten der oben 
erwähnten Abhandlungen „einfache Divisorensysteme“ genannt; zunächst sollen 
die beiden oben gestellten Fragen für diese specielleren Systeme beant- 
wortet werden; aus diesen Resultaten können dann die entsprechenden für 
beliebige Divisorensysteme leicht hergeleitet werden. 

Es sei also 


(IT) Zu (F.(@), ... F,(&)) 
ein beliebiges einfaches und (IT)=(p, P(x)) das in ihm enthaltene Prim- 


divisorensystem. Jede beliebige Function F(x) kann dann auf eine und 
nur eine Weise nach Potenzen der beiden Elemente p und P in eine Reihe 


F(x) = Za,p'P* 


so entwickelt werden, dass die Coefficienten a,, modulo (7) redueirte Func- 
tionen von x sind. In dieser Entwickelung sollen die einzelnen Glieder 
a,p'P‘ von vorn herein so geordnet werden, dass sie nach der Reihenfolge 
der aus ihren Exponenten ‘ und % als Ziffern gebildeten Zahlen (i, k) auf- 
einander folgen; es sei also ein Glied a,, p" P" von höherer Ordnung als 
a,p'P* wenn ö, >i oder, falls ö, =i sein sollte, wenn k, > k ist. 

Ich habe dann im $ 4 der zweiten oben erwähnten Abhandlung den 
folgenden Satz bewiesen, welcher die Grundlage für die weiteren Entwicke- 
lungen dieser Arbeit bildet. 

Beginnt die Entwiekelung einer Function F(x) mit dem Gliede 


niedrigster Ordnung p‘.P‘, so kann man sie mit einem zu (// 
theilerfremden eomplementären Factor F'(xz) so multiplieiren, dass 


2 
E 
& 
° 

4 
; 
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das Product F(z)F'(xz) modulo (/T) die folgende Gestalt hat: 

(1.) F(z) = F(z)F'(&) = p'(P'-+ A, P'"+ A,P?+...+4A,) (mod. /7) 
und hier die Coefficienten A,, A,,..., A, sämmtlich durch p theil- 
bar sind. Diese Function F(x) soll die zu F(z) gehörige redu- 
eirte Function modulo // genannt werden. 

In dem Bereiche (F) aller durch das einfache System (/7) theil- 
baren Elemente F giebt es nun zunächst auch unendlich viele ganze Zahlen, 
und die kleinste unter diesen ist, wie a. a. O. bewiesen wurde, gleich einer 
Potenz p“ der Primzahl p*). Ebenso giebt es in jenem Bereiche unendlich 
viele Elemente, welche bzw. durch die Potenzen 1, p, p’, ..., p“' theil- 
bar sind. Es sei nun allgemein Z#,(x) ein Element von (F), welches genau 
den Zahlentheiler p' besitzt und in Bezug auf P von möglichst niedrigem 
Grade ist. Dann kann man 7x) stets als ein modulo (/T) redueirtes 
Element, d. h. in der Form 


Y(P) = p'(P" + AP + +4, 


annehmen; denn enthielte 7,(P) ausser den hier hingeschriebenen Gliedern 


Be 


wo 0. > 


. . : ;+7 
noch irgend ein anderes, etwa pP, 


0, P>V ist, so würde ja 
Y,(P) vom Grade v,+P und die zugehörige redueirte Funetion nur vom 
Grade v;, also von niedrigerem Grade sein als #,(P), was mit der vorher 
gemachten Annahme im Widerspruche steht. Es sei nun: 

PIE SER ... Fol) 
ein solches System von Elementen von (F), deren Zahlentheiler bzw. 
l, ?, ».., p“ sind; dann ist 7,(P)=p" und die Zahlen 


iu, ki, ..%* .. has 


welche den Grad jener Elemente in P angeben, bilden eine Reihe ganzer 
Zahlen, deren letzte gleich Null ist, und von denen offenbar jede folgende 
kleiner oder höchstens gleich der vorhergehenden ist. 

Das aus jenen Elementen gebildete Divisorensystem (#,(P)) ist zu- 


nächst ein Vielfaches von (/T), aber man zeigt leicht, dass auch umgekehrt 


*) Beiläufig werde bemerkt, dass dieses Resultat auch direet aus dem soeben an- 
gegebenen Satze folgt; denn gehört m = p“m' zu dem Systeme (F), so gehört auch die 
u m gehörige reducirte Function zu (F), und diese ist gleich p“, wie man sofort erkennt, 
wenn man in (1.) k=0 setzt. 


24* 
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(7) durch (%#,(P)) theilbar ist, dass also jene beiden Systeme einande: 
äquivalent sind. Hierzu führt der folgende Satz: 


Jede Function F(z) kann modulo ( P,(P)) also a fortiori modulo (/7 ) 
in der Form dargestellt werden: 


(2.) F(z) = Sa, p'P" (mod. IT), Polen ee 


KV, a) 
deren einzelne Glieder sämmtlich von niedrigerer Ordnung sin 
als die Anfangsglieder der Elemente #,(P); und diese Darstellung 
ist nur auf eine Weise möglich. 

In der That, stellt man F(x) zunächst in der Form 

F(z) = Za,p'P' 

dar, so kann man jedes Glied pPpt*“ modulo 7,(P) = pP + pa, Pr" +... 
auf solche reduciren, welche mindestens mit p'*' multiplieirt, also von 
höherer Ordnung als das betrachtete Glied sind; führt man aber diese Re- 
duction von %#,(P) beginnend für alle jene Terme durch, so erhält man 
eben den oben angegebenen Ausdruck. 

Angenommen nun, es seien: 


F(xz) = Za,,, p'P" (mod. /7), 
F(x) = Sa, pP" (mod. /7) 


zwei verschiedene Darstellungen derselben Function modulo (77) in dieser 
Form, so ergiebt sich durch Subtraetion eine Congruenz: 


0 (a, —a,,)p"P" == Za,,, p'P" — 5 (mod. /T), 
in welcher nicht alle Coeffieienten G,4, gleich Null sind. Wäre nun etwa 
a;,: der erste von Null verschiedene Coefficient, so ist 4, <{A, und jener 
Ovefficient a, Ist zu (p, P) theilerfremd. Sucht man also die zu Za,, p'P" 
gehörige reducirte Function modulo (//), so erhält man eine Function 
#(P) = p(PF+ A P4+ + Ai), 
welche ebenfalls durch (77) theilbar und von niedrigerem als dem A;ten 


Grade in P ist, und dies steht mit der vorher über #,(P) gemachten An- 
nahme im Widerspruch. Hieraus folgt zunächst, dass eine Function F(x 


dann und nur dann das ursprüngliche System (/T) enthält, wenn bei ihrer 
Darstellung in der Form (2.) alle Coeffieienten a,,, gleich Null sind, wenn 


also F das System (#,(P)) enthält, d. h. es besteht der Satz: 
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Jedes einfache Divisorensystem (/7) ist einem Systeme 
(#XP), PP), ..., #,(P)) 


äquivalent. Es werde daher diese Form von (/7) die kanonische 
Form jenes Systemes genannt. 


Da aber ferner jede Function F(x) modulo (/T) betrachtet auf eine 
ınd nur eine Weise in der Form: 


a Ay ui 


. L) h kn, 
2 2 GP P 


h=U k,=- 0 
dargestellt werden, in welcher jeder der 
"NEPWRE TOR 6 CET NORDEN 


Coefficienten a,,, unabhängig von dem anderen genau p” Werthe annehmen 


kann, so ergiebt sich der folgende Satz, durch welchen die erste jener 
beiden Fragen für einfache Divisorensysteme vollständig beantwortet wird: 
Ist /T)=(F,(@), ..., F,(z)) ein beliebiges einfaches Divisoren- 
system mit dem Primtheiler (/7)=(p, P(x)) so ist die Anzahl 
N(IT) aller modulo (/T) ineongruenten Grössen 
NIT) = (NM) = p*" 
wenn 4=4,-+4,+---+4, der Gesammtgrad in P der Elemente des 
Systemes (/7) in seiner kanonischen Form (#,(P), #,(P), ..., #,(P)) 
bedeutet. 

Ebenso einfach kann jetzt auch die zweite Frage für diese ein- 
fachen Systeme (/T) beantwortet werden. In der 'T'hat, besitzt ein Element 
F(x) mit (IT) dann und nur dann einen gemeinsamen Theiler, wenn es 
durch den zugehörigen Primtheiler (/T)=(p, P) theilbar ist, und dies ist 
dann und nur dann der Fall, wenn in dem redueirten Ausdrucke (2.) für F 
der erste Coefficient au = 0 ist, da alle übrigen Elemente p’P” dureh (IT) 
theilbar sind. Also ist die Anzahl aller incongruenten Elemente, welche mit 


d-D= und hieraus folgt der 


IT) einen gemeinsamen Theiler haben, gleich p 
zweite Satz: 
Ist (ZT) ein einfaches Divisorensystem mit dem Primtheiler (/7) 


so ist die Anzahl %(/7) aller ineongruenten zu (/T) theilerfremden 
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Elemente 


y(T, = pA* (p"—1) 


= Nam (1- van)" 


wenn 4 wieder den Gesammtgrad der Elemente von (/7) in der 
kanonischen Form bedeutet. 

Es handelt sich jetzt nur noch um die wirkliche Bestimmung jener 
Exponenten A=4,+4,+-+4,, wenn das zu untersuchende System (/7) 
nicht in seiner kanonischen Form, sondern ganz beliebig gegeben ist. In 
der mehrfach erwähnten Arbeit habe ich nun den folgenden Satz bewiesen: 

Jedes einfache Modulsystem (IT) = (F,(z), ..., F,(z)) kann stets 
auf rationalem Wege in ein äquivalentes reducirtes System 


(Du(P), PP), ..., 2,(P)) 
transformirt werden, dessen Elemente bzw. in P vom Grade 

NEN VERPEETEN 80 5: 
sind, und der Reihe nach die Zahlentheiler 

l, p% ... pP" (= pP) 
besitzen; und jene Elemente sind dadurch charakterisirt, dass all- 
gemein jede durch (ZT) theilbare Function F(P) von niedrigerem 
als dem z,_,ten Grade in P nothwendig mindestens durch die 
Primzahlpotenz p“ theilbar sein muss, und dass andererseits 2,(P) 
die Function niedrigsten Grades ist, welche genau jene Primzahl- 
potenz und keine höhere enthält. 


Hiernach überzeugt man sich sehr leicht, dass die folgenden d, = a 
Funetionen 


di i=U1,.r7 
p '», a Te di+1 di— ) 
oder ausgeführt, die Elemente 
D,, pPD., “in 0 PD; D,, p®P,, ..0.,. rt: .. a 
d,—d,_1—1 
®,-ı; pP,-:; 33 p A i Bi P,, 


für die Elemente (%,, #,..., 7,) unserer kanonischen Form von (IT) ge- 
setzt werden können. In der That besitzen sie einmal offenbar der Reihe 
nach genau die Potenzen 


1 d,_ı+1 d,—1 d 


d,_ 
» + nP  ,P u ee 


d,+1 d,—1 


ME er 2 8 


ee 





% 
R 
br 
El 
En 
= 
Er 

3 

% 
3 
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als Zahlentheiler, dann aber sind es auch die Functionen niedrigsten Grades, 
welche jene Theiler besitzen, denn da alle durch (/7) theilbaren Elemente 


. . B r . d; 
von niedrigerem als dem »,ten Grade mindestens den Zahlentheiler p ‘*" ent- 


2 


i n ‘ r s R d 
halten, so kann eine solche Function, deren Zahlentheiler zwischen p' und 


Pie liegt, nicht von niedrigerem als dem n,ten Grade sein. Da nun die 


Grade jener Elemente der Reihe nach 
My Ma; MM My My Mi) 0 
d, Male d,—d, Male d,—d,_, Male 
sind, so ergiebt sich für den gesuchten Gesammtgrad 4 der Elemente (%#,(P)) 
der einfache Ausdruck: 
., = mdı+n, (d,—d,)+--+n,_,(d, —d,_,) 


v—1l\ 








= ne tn, & +" +n,_ıe, 
Lo. df +dfh++d,f,; 
wenn wieder wie in der vorigen Abhandlung 
dd, =e, nn =f: 


gesetzt wird. Ersetzt man in diesem Ausdrucke die Zahlen », und d, bzw. 


durch e, ..., e, und f,, ..., f, so erhält man endlich für A den eleganten 
Ausdruck: 
I = = e,/v- (e, o’ = I. 2 ..., I, o’ ei 0) 


Mit Hülfe der soeben gefundenen Resultate über die einfachen Divi- 
sorensysteme können nun jene beiden Aufgaben auch für ganz beliebige 
Divisorensysteme gelöst werden. Hierzu führt zunächst der folgende Satz, 
den ich in der ersten der beiden mehrfach erwähnten Arbeiten bewiesen habe: 

Jedes reine Modulsystem zweiter Stufe kann stets als das Pro- 
duet von einfachen theilerfremden Divisorensystemen dargestellt 
werden. 

Ein einfaches Modulsystem (/7) war dadurch charakterisirt, dass es 
nur einen einzigen Primdivisor (p, P(x)) enthält, und hieraus ergab sich, 
dass seine beiden primitiven Elemente Potenzen p“ und P*(x) bzw. von p 
und P sind. Ein derartiges einfaches System (/7) ist also dadurch charak- 
terisirt, dass es ein Vielfaches von (p, P) und ein Theiler von (p“, P*) ist, 
wenn a und « geeignet gewählte ganze Zahlen sind, 
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Man kann nun die jetzt für beliebige Systeme zu lösenden beiden 
Aufgaben ganz ähnlich auf diejenigen für einfache Systeme redueiren, wie 
dies in der elementaren Arithmetik bei denselben Problemen geschieht, 
wenn man ihre Lösung für eine beliebige zusammengesetzte Zahl auf die- 
jenigen für eine Primzahlpotenz zurückführt. 

Dies geschieht durch den folgenden wichtigen Hülfssatz, welcher 
auch sein Analogon in der elementaren Theorie der ganzen Zahlen besitzt: 

Sind (M) und (N) zwei theilerfremde reine Modulsysteme zweiter 
Stufe, so kann man stets eine ganze Grösse N so bestimmen, dass 


%==1 mod.(N), %=0 mod.(M) 
ist. 
Zum Beweise denke ich mir (M) und (N) in ihre einfachen Faetoren 
zerlegt und es sei: 
(M) = I)..(), (N) = (Pı)...(P) 

jene Zerlegung. Sind dann 

(p,°, PCe)) und (g', O1’) Ee., 
die primitiven Elemente der einfachen Systeme 


(4,) und (P,), 


so sind die beiden folgenden Producte: 
i 
a, O, 
.. I (u,p,’+u, Pr): 
9 
. nm ne 
F . 1 (®, ’n +9, ») 


für jeden ganzen Werth der unbestimmten (w,, «,, v,, e,) bzw. durch (M 
und (N) theilbar, weil jeder ihrer Factoren eines der einfachen Systeme 
(11,) oder (P,) enthält. Endlich bezeichne ich die s Producte, welche man 
aus 7 durch Weglassung je eines Factors erhält, der Reihe nach dureh 
Pr Pr: 7, dh. ich zeize: 
u." Era 
I +v,0, 
Legt man nun in jenen Formen ® oder #, den Unbestimmten (uw, u, v, e 
irgend welche bestimmte Werthe (u, u®, 0”, o®) bei, so mögen die so sich 
ergebenden ganzzahligen Functionen von z durch 2 oder 7% bezeichnet 
werden. 
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Dann kann man in dem Ausdrucke: 
% en eb PV)Le,Db pP Le. ep) yo 


die Grössen ©,, ..., ce, und die Werthe (u, u, vo’, ©”) so bestimmen, dass 
% durch (M) theilbar ist, und modulo (N) congruent Eins wird. 

In der That ist zunächst X stets durch (M) theilbar, weil 2U,..., $ 
jenes Modulsystem enthalten; zweitens kann man die noch unbestimmten 
Elemente stets so annehmen, dass X = 1 mod. (N) ist, denn hierzu ist noth- 
wendig und hinreichend, dass dieselbe Congruenz für jeden der s einfachen 
Factoren (P,) von (N) erfüllt ist, und dieses ist a fortiori der Fall, wenn 
dieselben Congruenzen für die Modulsysteme (g;, 0/') bestehen, welche ja 
Multipla der Divisoren (/7,) sind. Betrachtet man aber speciell N modulo 
(g’, Oi), so fallen in dem Ausdrucke von X alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten fort, da PP, ..., 7 alle jenen Divisor enthalten und man findet 

N = 2. 2PDV/ PD (modd.(g, 0%). 


Bestimmt man aber hier die Grössen (u, u”, e®, ec) so, dass jeder der 
in DV und #0 auftretenden Linearfaetoren 

udp° u Pr und eg," +orQ;' re 
durch das Primmodulsystem (g,, Q,) nicht theilbar ist, was stets und auf unend- 
lich viele Arten geschehen kann, so ist DVP zu (gi, Q') also a fortiori 
zu (P,) theilerfremd, und wählt man endlieh für ce, den zu 2 7 com- 
plementären Factor modulo (P,), so ergiebt sich endlich: 

Rs 1 (mod.P;). 

ührt man genau dieselbe Ueberlegung für P;, ..., P, dureh, so erhält 
man schliesslich eine ganze Function X, welche modulo (N) eongruent 
Eins ist, was zu beweisen war. 

Dieser Hülfssatz giebt nun ein einfaches Mittel, um für ein Produet 
(M.N) von zwei theilerfremden Divisorensystemen (M) und (N) ein voll- 
ständiges System incongruenter Funetionen aufzustellen, wenn man sowohl 
für (M) als auch für (N) je ein solches System kennt. 

Sind nämlich 


re — Ve 


n 


zwei derartige Systeme bzw. für die beiden Divisoren 


(M) und (N) 
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und sind M und X zwei so gewählte ganze Functionen, dass 

M==1 (mod.M), R=1 (mod.N), 

M==O (mod.N), N=0O0 (mod.M) 
ist, was nach dem soeben geführten Beweise stets möglich ist, so zeigt man 
leicht, dass die m» ganzen Functionen: 


CC, = Ma;+NRd, Miege, Bü; ») 


k=1,2..,0% 
modulo (M.N) ein vollständiges System incongruenter Functionen bilden. 
Wegen der Eigenschaften von M und X ergeben sich nämlich die Con- 
gruenzen: 

c.‚=a, (mod.M), c,=b, (mod.N), 

und hieraus folgt unmittelbar, dass zwei Elemente c, und c,, nur dann 
modulo (MN) congruent sein können, wenn öi=i, k=#' ist, denn nur dann 
sind sie einander sowohl modulo (M), als auch modulo (N) congruent. 
Andererseits ist aber auch jede Grösse ce modulo (MN) einem solchen Ele- 


mente c, congruent, denn es können a, und 5b, aus den beiden Congruenzen 
ce==a, (mod.M), e==b, (mod.N) 

stets gefunden werden, und damit ist c, = Ma; +Nb, ebenfalls bestimmt. 

Es seien jetzt ferner: 
in  E, 

diejenigen unter den Elementen a,, ..., «, und 5, ..., 5, welche bzw. zu 

(M) und (N) theilerfremd sind, für welche also (a,, M) =1, und (b,, N 1 

ist, dann zeigt man ganz ebenso, dass die uv Elemente: Ä 


Ca = Ma,+ Id, („= “ ") 


h=1,2...,r 
ein vollständiges System modulo (MN) incongruenter und zu (MN) theiler- 
fremder Elemente bilden; denn einmal sind sie alle incongruent, weil sie ein 
Theilsystem von dem vorher betrachteten (c,) bilden, und ist ferner e zu 
dem Producte (MN) also a fortiori auch zu den beiden Factoren (M) und 
(N) relativ prim, so sind auch die Grössen a, und 5,, denen ce modulo MH 
bzw. modulo N congruent sind, zu (M) und (N) theilerfremd, d.h. es ist in 
der That e==e,, w. z. b. w. Hieraus folgen also die beiden Sätze: 

Sind (M) und (N) zwei beliebige theilerfremde Modulsysteme, 

so ist stets: 
(M.N) = N(M).N(N), 


YH.N) = YM).pN), 
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wenn die Functionen N(M) und Y(M) die früher angegebene Be- 
deutung haben. 

Da nun im Anfange dieser Arbeit die beiden Zahlen N(/T) und y(IT) 
für ein einfaches Divisorensystem (/T) vollständig bestimmt worden sind, so 
können jene Zahlen nunmehr durch successive Anwendung dieses letzten 
Satzes auch für jedes beliebige System (M) gefunden werden. So ergeben 
sich die beiden Sätze, in welchen die vollständige Antwort auf die im An- 
fange dieser Arbeit aufgeworfenen Fragen enthalten ist: 

Ist 


M- (IL)(IL)...(IT) 
ein beliebiges reines Modulsystem zweiter Stufe und sind (/7,)...(I7,) 
seine einfachen Factoren, so ist die Anzahl N(M) aller modulo (M) 


incongruenten ganzen ganzzahligen Functionen von z durch die 
Gleichung: 


NM) = 11 NA) = 11p“” 
bestimmt, und ferner ist die Anzahl y(M) aller zu (M) theiler- 


fremden incongruenten Funetionen von z ‘durch die Gleichung 
gegeben: 


‚ - l 
y(M) = Nam. n(1- ve): 
wenn die A Systeme 


IT, = (p,, P;(&)) 
alle in M enthaltenen incongruenten Primdivisoren bedeuten. 











Die Uebertragung eines geometrischen Lehrsatzes 
auf Mannigfaltigkeiten von gerader Ordnung als 


Beispiel der Anwendung einer schiefen Determinante. 
(Von Herrn H. Kühne in Herford.) 





Der geometrische Satz: 

Vier gerade Linien bilden zusammen vier Dreiecke; die diesen Drei- 
ecken umschriebenen Kreise schneiden sich in einem Punkte und die Mittelpunkte 
dieser Kreise liegen ebenfalls auf einem Kreis, 
lässt sich auf Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung übertragen, aber nur für 
den Fall, dass die Ordnung » der Mannigfaltigkeit eine gerade Zahl ist. 
Das dem Dreieck entsprechende Gebilde der »-fachen Mannigfaltigkeit heisse, 
der Bezeichnungsweise Kroneckers gemäss, Prismatoid, das dem Kreise ent- 
sprechende Sphäroid. Dann lautet der obige Satz verallgemeinert: 

In einer WM, bilden n+2 M,_, n+2 Prismatoide. Die diesen Prisma- 
toiden umschriebenen n+2 Sphäroide schneiden sich in einem Punkte, und ihre 
Mittelpunkte liegen ebenfalls auf einem Sphäroid. 

Hierbei ist für „ebene »-fache Mannigfaltigkeit“ abkürzungsweise WI, 
gesetzt worden. 

Die Richtigkeit dieses Satzes soll im Folgenden gezeigt werden. 

Die Cartesischen Coordinaten eines Punktes z der I, seien x, (h=1....,n): 
dann ist das Quadrat der Entfernung zweier Punkte x und «': 


E’ — 2 (0-2). (h BER n) 
ı 


Setzen wir ein für allemal z,= 1, so kann auch geschrieben werden: 
E’ == &(2,— 8%). (AU, ..., #) 
I 


Es mögen nun r-+1 Punkte gegeben sein, bestimmt durch die Zahlen f 
(f=0,...,n), mit den Coordinaten z,, (, h=0,...,n), dann ist der n!-fache 
Inhalt des aus ihnen gebildeten Prismatoids 

J = |z.l 


an ag 
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Statt der Coordinaten. x, eines Punktes sollen nun homogene Coordinaten 
a, (g=0,...,n) eingeführt werden, und zwar soll «, das Verhältniss der 
Inhalte des Prismatoides x, g’ ( =0,...,(g),...,rn) und des Grundprisma- 
toides g (g=(0,...,n) sein. Es ist also 


=... ge 
Dyns In, Lyon ’ 
u, = Puh 
| oh \g TE 


jezeichnet jetzt (5,) das dem System (z,) (,k=(,...,n) reeiproke System, 
sodass also die Beziehungen bestehen: 


(EN 
\>/h) 


L \ > ‘- \ A /N \ ; 

(2,)(S13) iz (< Ty15ng) = (O,,), A Me a 

[ 

( \ f \ f \ N PTR t ) 
(2) = (FE) = (0 


/9/% N 


so wird: 


(1.) % = = 84; (g, 1} 
und daraus umgekehrt: 
(1°.) T, = Pr U. (9, } 22,0) 


Drücken wir nun die Entfernung zweier Punkte x, x’ oder a, « in homo- 
genen Coordinaten aus. Es ist: 


E = S(0,—2,) — (DU EU) nl —Lz,) 


. ! ! 
= 2(u,—u,)(u,—Uu,)L2,;,E 


. gh 
hfg - 


. ı net m? .. 
— 1 < (u,— U,) (a, ur U,) 62 hi + x ah 


Cu — Ey) ] 
7 hfg 


u Si FEUER FRE |, u Bi us 
= Z(u,—u)(u,—u,)2n- IE (2u—- 2.) (u—u)(u,—u,), 


hf/g hjg 
oder mit Benutzung der Gleichung A = 0 des Systems (1”.) und weil 


y \2 
— (2, En Tr) 


h 


das Quadrat der Kantenlänge /f, g des Grundprismatoids ist, das mit a,, be- 
zeichnet werde, 


2.) E' = -}Za,(W-u)(,-u,) ren 


is handelt sich nun darum, die Gleichung eines Sphäroids, das durch »+1 
Punkte geht, und die Coordinaten seines Mittelpunktes festzustellen. Die 
Coordinaten der a-+1 Punkte seien «,, (f,k=(0,...,n), wobei der erste Index 
sich auf den Punkt beziehen soll, und die Coordinaten des Mittelpunktes 
o, (kh=(0,...,n) sind; r sei der Radius des Sphäroids S. Bezeiehnen noch 
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u, (k=0,...,n) laufende Coordinaten, so ist die Gleichung von S nach (2.): 
= a,,(u,—W,)(u,— @,) = —2r”. 


Diese wird zu einer Identität, wenn «, durch u, (f, i=(0,...., n) ersetzt 
wird, also: 


<a; (u, —W,) (u,— %,;) — — dr. (F; i, km 0, ..., N) 
i, f J 


Mithin gelten die Gleichungen: 


‚ 2 
= a,uu— 22 4,.U,W,-+ = 4,0%, +2r" = (, 
= A; 4,,4,— 220,4, + 20,0; Ww, + Zr’ =. GhR=U,...,n) 
i,k s ik i, 


Wird für den Augenblick 
= a,0;0,+2r = 3C 


gesetzt, so lauten die Gleichungen, unter Berücksichtigung von 2 o,=1: 
2 a,uu—223w |2a,u,—C| = 0, 
i,k k i 
f ar Rei: 
= AU, 42 wann l! = 0. (,iü,k=U,...,n) 


Für das Bestehen dieser Gleichungen ist nothwendig: 


ZSa,uıu, Za,u—C 
ı ük i | 
| 1, 


=. im..." 
PLZ Zar, 0 


Dafür kann man schreiben: 
Fi C 


1, = A,U%;, za,u | _ 0. 


ı 





| l, - Ad U;rrs 707 | 


I 
Ni 


Es sei nun (A,) das zu (a,) (,k=0,...,n) adjungirte System und 
A=Jla,| (,k=(0,...,n). Dann multiplieiren wir die obige Determinante mit 


1 00| 
010 ‚ 
so ergiebt sich: 
'1, 0, ZSCA, 
| k 
l, ZA; UN, a, At; = 0, 
= ax A,,u,; 
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oder, da | 
=a;A,, un 0, A 
ist, 
A, ZCA,, 
| 1, = 4,U, U;, u, —(. 
1, u Url Urs Ur, 
Mit Hülfe von 
z U, v.. Zu, — 1 
- Ba 
ergiebt sich daraus: 
S0uUM, W, 
(A-Z30CA,) a 
kg y 


- U;U,;U;, ’ u 


Der erste Factor dieses Productes ist 
1 cc 
LE: 
und verschwindet nicht identisch. Somit ergiebt sich als Gleichung des durch 
die Punkte u,, (f,g=),...,n) gehenden Sphäroids: 
n G,U;4,, u, 


3.) ee wiß 


= Ad, Urs U, 
Zur Bestimmung der Coordinaten w, (k=(0,...,n) gehen wir aus von: 
<A; — 2504,00 WW, +2r =. (ük=0,...,.n) 
Wir setzen der bequemeren Rechnung wegen: 
3 4,4,4, = D; = 4,4, = d,;, k=0,...n 


und subtrahiren sämmtliche Gleichungen von der durch f=0 gekennzeich- 


neten; so kommt: 
22 w,(d,— dı) en D,—D, re 


und daraus mit Berücksichtigung von 
= l—- 2w;: @=1,..,n 
= w;(d,,—dy—d,ut du) = —(d„—d„)+4(D,—D,). (r*=1...,w 
Hieraus ergeben sich die w;: 
0, |da—dn Ant co] = Id —dy Anti, Antdnt+4lD,—D,)| 


(,kel.on; Kl, ... (k) ..., N) 
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in der Determinante rechts ist in der Verticalreihe % die letzte Reihe zu 
schreiben. Rändert man beide Determinanten in geeigneter Weise, so er- 
giebt sich nach einigen Umformungen: 


0, 1 | 0, . 5, 1 | (28:73 


— 


ww; % rel... 1) 
| 1, d,; 1, dr; D, D,.- | k’ u k+1, ..., N 


Es sei nun (v,,) das reciproke System zu (w,) (,g=(,...,n). Dann 
multiplieiren wir die Gleichung mit 

9 

0 0,\ 


(' iR Sr 9 1 ) 
0 Ü,r 1 d.; “ PX FR - d,; Ür | 


* pi % ı 258 )-% 1, 1, 1, ) 
v Or l d,; D,; d;r- B 0,5 Stv ,d,.; So, D,, = dyrdy 


Nun ist 


Mit Rücksicht auf 
lv, = lu, 1 | = u; l-2u,— u, u, | = |w,,| 
also 
=, er 1, 


und 


< v,,d;, = = v,yG;, uU, = au, — Ayny 
Jı 


J 


werden die beiden componirten Systeme: 


% 1 ) ’ - L 1, 1 ) 
un 3 
1 Ar 1, U, > 3 < An %yn U,:dyy5 17Z 


J,h,t 
Wird nun noch a,, =0, a, =a,=1(k=0,...,n) gesetzt, und das reci- 
proke System zu 
(@;.) mit (4) ee 0) 


bezeichnet, so ergiebt sich schliesslich: 


{ . 
(4.) ud Gt „Ua ln by dar lig- an tee 


Für die spätere Anwendung soll nun noch die Gleichung (3.) eine andere 
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Gestalt erhalten. Es ist 





Re | < A,U U, , u, | | ZA; U,, u, 
0 Or | = 4,4, Urs Uıy | <a, Ur UyrVrr> u U,yU,, 
= 4,UM,, u, 
Zn 6,k kyes x 2 | | y 
u , IF U — < U, U Ur dt; 
| 2 4,4, U;dır; Ö\,, i,k h,g,ä,kf 
| ükf r ‘ 


= 2 a,uu,— > A,U U, V U, 


ik Ik, 
Somit ergiebt sich als Gleichung für $: 
(5.) Zu, ZU, Ur0,, = ZU; Su hük=l,..,n) 
g SF sürk ; r ik 


Nach diesen Vorbereitungen schreiten wir zum Beweise des eingangs 


angegebenen Satzes. 
Zu den n+1 M,_,, die das Grundprismatoid begrenzen, nehmen wir 
eine andere W,_, hinzu; deren Gleichung sei: 


Ben, = d. (a0, 0) 
X 
Damit diese M,_, mit keiner Kante des Grundprismatoides parallel sei, 
dürfen keine zwei der Grössen ce einander gleich sein. Sie schneidet die 
Kante f, g des Grundprismatoides in einem Punkte, dessen Coordinaten 


6, Cr 
u, =  .=— a a! G=0, .., (f Ds+.., ®) 
696, CL, 
sind. Die M,_, w,=0 werde mit F,, die M,_; 
Sc, = VO 


J 
mit F bezeichnet. F und F, (r=0,...,(f),...,2) bilden ein Prismatoid 
P,; diesem sei das Sphäroid S,; umgeschrieben, und seine Eckpunkte seien 
durch das System 


P} 


uf > u, 4 
‚> x s, r=(W, ..., (Sf)... %) 
A -- 


rf > 
gegeben. Dann ist nach dem Obigen: 
uf) u‘) 
( > Js 
IA . Cr \ C; 
ww, 3) — Ö\ 
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Die Determinante dieses Systems ist 


die zu «/’ gehörige Subdeterminante U = 0, 


. R .. . - p e C 
die zu «; gehörige Subdeterminante U, = U —- 
5 


C 
und die Subdeterminante zu x ist U = d,, UN I. 


Also ist das reciproke System zu 


RP 

(f) (N) nn Yy San. 

Urn U „5 vi, v7 re 
vn :. nämlich n mn) 


r rs sr F 
f»3 Ir 3 ’ 0, Ö,. we Er 
Dann wird der in (5.) auftretende Ausdruck 
ie (f) (f) ( un ) r. = ee 
au Ak vn 12 =v,|22 Ay: uU +2 a,,u, | (, i 122 Br ) 
= O2Ea, uU + Lau) 
+20, 2Fa,u/ u +2a,u,/ u)! nal, Dem 
C; Cr 
= 23a, — —-ı!=(0, wenn 9= 
- 2 C,—Cy C—C, ui 9 f; 
20, —” wenn + f. 
= nn —— g z 
J/9 C,—L; I 
Setzen wir a,=b,(e,—c,) und b,=0, so ist b),=—b,, und somit das 
System (b,) (,9g=0,...,n) ein schiefes System. Mit Hülfe hiervon wird: 
Zaun’ we = 2b,,c,. Gh. 


Ferner ergiebt sich der in (4.) auftretende Ausdruck: 


RU? u =0,2 P> au = PR 22 c, iu 
(I Mi,), Y = 0), ..., ©) 
Demnach wird die Gleichung von S;: 
(6.) =b, ‚u = BU N,, güok=0,...,n 
und die Coordinaten «/’ des Mittelpunktes von S,;: 
(7.) wi’? = (ut =c, b,,0, Kgelh..,n 


Diese Gleichungen gelten für f=0, ..., n. Setzt man hierin c,= 0),,, 80 
fällt F mit F, zusammen und S, geht in S über, das dem Grundprismatoid 
umgeschrieben ist. 
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Die Gleichung von S ist demnach: 


(8.) = a,U;U, = (0, el... 


und es sind die Coordinaten w, des Mittelpunktes von S: 
(9.) vo, = A. =... 
Wenn sich nun, wie eingangs behauptet, die Mannigfaltigkeiten S 
und S; (f=0,...,n) in einem Punkte schneiden, so muss es ein Werth- 
system «, (9=(),...,n) geben, das die Gleichung (8.) und die Gleichun- 
sen (6.) befriedigt, ohne dass alle « verschwinden. Den Gleichungen (6.) 
und (8.) sind die Gleichungen 


(10.) Zb,cu, =, =...) 
(10*.) =; u = 0 nk... 


äquivalent. Damit nun nicht alle « verschwinden, muss die Determinante 
'b, — () ,g=V, 1... N) 


sein. Das ist aber wie bemerkt eine schiefe Determinante. Niese ver- 
schwindet nur dann identisch, wenn sie von ungerader Ordnung ist, und da 
ihre Ordnung n+1 ist, muss n gerade sein. Im allgemeinen ist deshalb 
die Existenz eines Schnittpunktes von S und S, (f=%,....n») für Mannig- 
faltigkeiten von ungerader Ordnung zu verneinen. Wenn » gerade ist, 
schliessen wir folgendermassen weiter. Es sei B die verschwindende Deter- 


Ve - 
„0 


minante des Systems (b,) (, g=0,...,n) und B,, die zum Element b,, 
hörige Subdeterminante; es verschwinden nicht alle B,,, sicherlich im all- 
gemeinen nicht die zu den Diagonalgliedern gehörigen. Dann sind die 


Auflösungen des Gleichungssystems (10.): 


(11.) Cu, = Bin 17=U, ...,n: A beliebig) 


7 
Diese Werthe der « befriedigen auch die Gleichung (10*.); denn es ist: 


Z a,uu, = Zb,(o—c,)uu = Zub,cw— LI u,b,Cu 
i,k i,k i,k 


t.K 


= 23 ub,A,B, = 223u4,0,B=0. 
i,k 


Damit ist gezeiet, dass, wenn n gerade ist, sich alle S;, (f=(0....,n) mit S 
Oo 9 ’ I\ „nr 

in einem Punkte schneiden, dessen Coordinaten aus dem System (11.) sich er- 

geben. Den Proportionalitätsfactor A, bestimmt die erste der Gleichungen (1*.). 


26* 
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Es erübrigt noch nachzuweisen, dass in diesem Falle die »-+2 
Mittelpunkte: 


re 
w’ = 0u,+&c,b,,&,> YVelonn 
g 
w, = Or kg, ... 9) 


ebenfalls auf einem Sphäroid liegen. Wenn das richtig ist, so müssen die 


Coordinaten w,, wi’ (f=0,...,n) die Gleichung (3.) identisch befriedigen, 
also die Gleichung: 


Za,wW,, ©, | 
CR a EEE nn >, 
Za,u uw, wi 


} 


erfüllen. Es ist 
5 EN nn i Er. 2 “ 
DV) — = a,w wi; — ZA (lrt > C, b,,%:,) Orr + Cd) 


| 
ee < 14;40,, 0 2a; Cr = c,b,, tra c,Cc,by,,b;, GC). 


i,k, gg A=U, ..., 0) 
Berücksicehtigt man, dass 
24,0, +4,0,,=0, also = 4,0; ee  ı ; 


20; = i, 0, = 0, 


ı 





4,0, = (u — On, een) 
so erhält man: 
op) —— —0.,,t+ = C;C,by,byr Ci, ik, f=U ..,N) 
und entsprechend 
P= 4,00; eg 
Somit wird 
m | 0,75 Orr | 
du | Khi,k=l,...,n) 
| = c;0;b IUER = Cybyr@ | 
Multiplieiren wir nun % mit der Determinante 
Br 
A = | . (,g=U ...; N) 
N: l, DB, 


die als schiefe Determinante von gerader Ordnung im allgemeinen nicht 
verschwindet, so kommt: 


| <c,c,b Ds SC, b;: Gy 
: ik, f k,f 
AP = . gu, fele.n 
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Infolge von: 
ZB,by = 0,B = 0 


redueiren sich alle durch den Index g (=, ...,») gekennzeichneten Glieder 
auf —a,,; somit werden alle Horizontalreihen bis auf die erste, und ab- 
gesehen von der ersten Verticalreihe, bis auf einen Factor gleich. Des- 
halb verschwindet aber die ganze Determinante und es folgt 


AY und damit auh 7 =(. 


Die Punkte » und w”’ (f=0,...,n) genügen also thatsächlich der Glei- 
chung (12.). Damit ist gezeigt, dass die Mittelpunkte der „+2 Sphäroide 
ebenfalls auf einem Sphäroid liegen. 

Dass dies auch nur für Mannigfaltigkeiten von gerader Ordnung gilt, 
ist leicht zu sehen, da für das Verschwinden von 7 das Verschwinden von 
B nothwendig ist. 











Ueber das Verhalten der Integrale von Differential- 
gleichungen bei der Annäherung der Veränderlichen 
an eine Unbestimmtheitsstelle. 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 


Zweiter Theil. 


Die Integrale der Differentialgleichung 
„u W _ Pie y) 
dx O(z, y) ' 

worin P(x,y), O(z,y) ganze rationale Funetionen von y bedeuten, deren 
Coeffieienten in der Umgebung von 2=0 reguläre Funetionen von x sind, 
während %k eine ganze positive Zahl darstellt, haben im allgemeinen bei 
x = 0*) eine Stelle der Unbestimmtheit (Fuchs, Sitzungsberichte der Ber- 
liner Akademie 1886). Jeder einfachen Wurzel &, der Gleichung P(V, &,) = 0 
entspricht eine im allgemeinen divergente Potenzreihe 

n = ss +8 02+82° +, 
welche der Differentialgleichung formell genügt. Für die Aiccatische 
Gleichung 


+ dy 
dx 


= Aylz)y+A,(z)y+A;(z) 
habe ich im ersten T'heil**) gezeigt, in welcher Weise diese divergenten 
Reihen Aufschluss über das Verhalten der die Differentialgleichung be- 


*) Ersetzt man = durch ‚ so erscheint die Differentialgleichung 
x | 


l \ 

a. P(—, y) 
ee 

0 y) 


mit der singulären Stelle 2 = w als Verallgemeinerung der im ersten Theil betrachteten 
Riccatischen Differentialgleichung. 
**) Dieses Journal, Bd. 118, S. 257. 


gR-1) en 0 
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friedigenden Functionen bei der auf einem bestimmten Wege erfolgenden 
Annäherung der Veränderlichen x an die singuläre Stelle e=0 geben; 
Resultate, welche unter gewissen beschränkenden Voraussetzungen über die 
Coeffieienten der Riccatischen Gleichung auch aus den Untersuchungen des 
Herrn Poincare über die irregulären Integrale linearer Differentialgleichun- 
gen (Am. Journ. Bd. 7; Act. math. Bd. 8) hergeleitet werden könnten. 

Im Folgenden werden ähnliche Untersuchungen für die obige all- 
gemeinere Differentialgleichung angestellt. Ich setze die Coeffieienten der 
Differentialgleichung als reell voraus, ich nehme an, dass sich x als reelle 
(Grösse der Grenze 0 nähert, und untersuche das Verhalten der reellen 
Integrale *). 


$ 1. 
Unsere Differentialgleichung sei durch eine Substitution 
03-19 
Yy — y2 fur 
auf die Form gebracht: 
(1.) PR. Ba DE DIE 
da Ie, y) 


wobei Zähler und Nenner der rechten Seite 
( Plz, = P(y) = Ay” + Ay" ++ Ana; 
LO, W)=0O(y)=By" +By""+--+B, 


sanze Functionen (m+2)-ten bezw. mten Grades von y sind, mit Coeffieien- 
ten in Gestalt von Potenzreihen 


(2.) 


1 A;,= A,(e) = a, +a,0+a 2°+--, (= 1, ..., m+2) 
| B;= Be) = b+bic+b +, G=0, 1, ..., m) 


welche für hinreichende kleine Werthe von |z| eonvergiren. Durch die 
angegebene Substitution kann erreicht werden, dass a,, b, beide positiv und 
von Null verschieden sind. Wir setzen der Einfachheit halber voraus, dass 
die Gleichungen 

(4.) y)=P(0, )= ar +a + ta 0, 


L 


(9.) (Pu) Pi 00, Po) bs 7 bis +: +5, =V 
*) Die Beschränkung auf reelle Grössen findet nur im zweiten Theile statt. Der 
dritte Theil lässt bei Betrachtung der Differentialgleichung 


a = Bla, y) 


dx 


(3) 


wieder complexe Grössen zu. 
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keine mehrfachen Wurzeln besitzen und dass auch keine Wurzel «, von 
(4.) mit einer Wurzel /, von (5.) übereinstimmt. 

Dann können die beiden Functionen P(z,y), Q(z,y), wenn |z| hin- 
reichend klein angenommen wird, für keinen Werth von y gleichzeitig ver- 
schwinden und ein Integral y der Gleichung (1.) kann sich in der Nähe 


. = d \ ' ’ 
von 2=( nur singulär verhalten, wenn y oder —- unendlich wird. Eine 


dx 
= ar 1 
Integraleurve gehe durch den Punkt 2=5, y=x. Die Substitution y = — 
ergiebt 
u. ENEINTEE U MORE 
dx B,+B,:-+--- ’ 


wenn |z]| hinreichend klein ist, sind A, und B, von Null verschieden, so 


- 


’ en r > ' . 
dass 7, füra=s, 3= 0 einen endlichen, von Null verschiedenen Werth 


erhält. Wir haben demnach eine Entwickelung 





(6.) yv- SHtntna@-9+- (+0). 
Weiter gehe eine Integraleurve durch einen Punkt z=5, y=n, für welchen 


0(5,7)=0, also ii =coo wird. Aus (1.) erhält man für 


er 
2 = 
2; er ie 
dy z=e&y=n f z=&,y=n 


einen endlichen, von Null verschiedenen Werth, da unseren Annahmen zu- 
folge für hinreichend kleine Werthe von |z| nicht gleichzeitig QO=(, 
Mn —=() sein kann. Es gelten demnach Entwickelungen von der Form 
PRESENT 
Inn - 


Die Gleichung (4.) habe p reelle Wurzeln «,, die Gleichung (5.) 
q reelle Wurzeln /,, so dass p+g eine gerade Zahl ist. Die Gleichung 
P(y) = 0 liefert für hinreichend kleine Werthe von |x| p reelle Curvenzüge 
(8.) y=alz)=o+m,2+0%2°+--- 
und die Gleichung Q(y) = 0 g reelle Curvenzüge 
(9.) y= Pl) =-B+he+hat- 
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welche wir kurz als die Curven @ und ? bezeichnen. In der Nähe von 
r=0 können sich diese Curven nicht schneiden. Werden die p Reihen 
o(z) mit @, ..., a’, die qg Reihen (x) mit ß', ..., 2% bezeichnet, so 
erhält die Gleichung (1.) die Form 
: d gi" ‚(y—alr)) 
(10.) gt A (y )..(Y ) .R(x 


de (y-P)...(y-R9) m 
die Funetion R nimmt, wenn |x| unter einer gewissen Grenze liegt, für be- 


liebige y nur positive Werthe an. Der Differentialquotient on; welcher 


0 oder © wird, wenn sich der Punkt &, y auf einer Curve « oder % be- 
findet, hat auf verschiedenen Seiten einer dieser Curven verschiedene Vor- 
zeichen. Er ist für O<e = x, (x, positiv und hinreichend klein) positiv 
oberhalb der ersten und, da p+g gerade ist, auch unterhalb der letzten 
der Curven © und 5. Wir bezeichnen eine Curve « oder als Curve 


: dı . 
erster oder zweiter Art, je nachdem I oberhalb der Curve positiv oder 


negativ ist. Wir nennen auch die Wurzeln «, der Gleichung (4.) Wurzeln 
erster oder zweiter Art, je nachdem die entsprechenden Curven « von der 
ersten oder zweiten Art sind: «, ist also eine Wurzel erster oder zweiter 
Art, je nachdem 


PO, y) _ IW) _ 


pa 
00, ) vw  wl(a 


— 6, et 


0) / 
x 
für y> «, positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem 


- 
< 


(a) — 
(11) ve) 
ist. 
Wenn sich x der Grenze 0 nähert, kann der Grenzwerth &, eines 
Integrals y von (1.), falls ein solcher vorhanden ist, nur eine Wurzel «, 


der Gleichung (4.) sein. Denn aus (1.) folgt 





0Q(z, =) 1 1 Er 
: P(z, y) dy = kık ka BR 
= log —: (k=0) 

a. g z, ’ = 


für =0, y=&, wird die rechte Seite unendlich, während die linke Seite 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 27 
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endlich bleibt, wenn nicht P(0,&)=0 ist. Um die Unmöglichkeit von 


* [2 1 
limy = x zu erkennen, setzen wir y= - und erhalten 


m A, 


I a TBrBst-- 


lims = (0 ist ausgeschlossen, weil der Zähler der rechten Seite für 2 = 0, 
3 = (0) nicht verschwindet. 

Wir lassen nun x als reelle positive Grösse zur Grenze 0 gehen 
und zeigen, dass jeder Wurzel «, von (4.), für welche 


ya) 
va). 


ist, ein und nur ein Integral y entspricht, für welches limy = «, ist*). Zu- 
nächst sieht man, dass nicht mehr als ein Integral y mit dem Grenzwerth 
c., existiren kann; die Substitution 


y=)+3 
führt nämlich auf eine Differentialgleichung von der Form 
gt de _ 3P,) _ 
dx 0(y-+3) 
Po _ wird für im2e=+0, s=0 gleich 22 — 0: Hr 3>0 ist 
0(y+3) u v(@) 


dz 
dx 


graleurve oberhalb der Geraden 3=0 steigt, wenn z abnimmt, während 
eine unterhalb 3= 0 befindliche Integraleurve fällt. Da sich somit jede in 
der Nähe der Geraden z= 0 befindliche Integraleurve, in der Richtung der 
abnehmenden x durchlaufen, von dieser Geraden entfernt, so ist abgesehen 
von 3=0 selbst keine Integraleurve mit limz = 0 möglich. Dass wirklich 
ein Integral y mit limy=«, existiren muss, zeigt folgende Ueberlegung. 
Wir nehmen an, « nehme für O0<x2=<r, mit abnehmenden x ab**). Ober- 





lz er . i 
demnach Z, <0, für s3<0O >60, wenn Oo <= z, ist; eine Inte- 


halb der Curve « zweiter Art ist nd < 0, unterhalb = >60. Durch 


jeden Punkt e=x, der Geraden y=«, (O <z, <x,) geht ein Integral y.. 


*) Zur Veranschaulichung des Folgenden sind Figuren nützlich. 
**) Die Abänderungen, welche eintreten, wenn eine andere Annahme gemacht wird, 
sind ohne weiteres ersichtlich. Aehnlich an späteren Stellen. 
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welches mit wachsendem x wächst; dasselbe hat für = x, einen gewissen 
Werth e,, welcher zwischen «, und «(z,) liegt. Mit abnehmendem x&, nimmt 
c, zu; e8 sei 


lime, =c, für limz, =. 


Das Integral y, welches für e= x, den Werth ce, annimmt, kann die Uurve 
e nicht bi e=z, 0! <x,<r,) schneiden; sonst müsste nämlich ein 
Integral vorhanden sein, welches die Curve « für << x, schneidet und 
demnach für r=x, einen Werth e<-c, annimmt. Ein Integral mit einem 
Anfangswerth e<Zc, kann aber nur die Beschaffenheit von y, besitzen; 
denn es giebt Integrale von der Beschaffenheit von y,, welche für =, 
Werthe ce, zwischen e und c, annehmen. Demnach kann die durch den 
Punkt 2=z,, y=c, gehende Integraleurve 9 weder die Gerade y= o, 
noch die Curve y=e für O <z= x, schneiden, sie muss also durch z = 0, 
y=c, gehen, w. z. b. w. Jedem «, zweiter Art entspricht eine solche 
Integraleurve 9, welche für e << x, zwischen der Curve « und der Geraden 
y = a, verläuft. 

Wir zerlegen nun den zwischen = 0 und r=r, gelegenen Flächen- 
streifen durch die Curven 5 und die den Curven &@ zweiter Ärt entsprechen- 
den Integraleurven 9 in Gebiete und untersuchen den Verlauf einer Inte- 
graleurve, deren Ausgangspunkt sich in einem dieser Gebiete befindet. Ein 
Integral y kann mit abnehmendem x nicht aus einem dieser Gebiete in 
ein anderes übertreten. Zunächst kann eine Curve 9 von einer Integral- 
curve y nicht geschnitten werden, da y selbst Integraleurve ist. Wenn 
eine Integraleurve y eine Curve 5 in einem Punkt S, 7 trifft, so gilt die 
Entwickelung (7.). Je nachdem die Curve 3 von der ersten oder zweiten 
Art ist, ist 4 positiv oder negativ. Im zweiten Falle hat y für e<{5 zwei 
reelle Werthe und ist für e > imaginär; wir können also sagen, dass 
auf der Curve ? zweiter Art eine Curve y beginnt und in zwei Zweigen 
nach der Seite der abnehmenden = läuft. Im ersten Falle hat y für e>$ 
zwei reelle Werthe, um für 2e<<5 imaginär zu werden. Eine in der Rich- 
tung der abnehmenden x durchlaufene Integraleurve endigt also auf einer 
Curve erster Art, falls sie eine solche trifft; y lässt sich als reelle Funec- 
tion nicht bis z = 0 fortsetzen. 

Wir betrachten ein von zwei Curven ? oder von einer Curve 5 und 
einer Curve 9 begrenztes Gebiet, in welchem keine Curve « erster Art 
27* 
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liegt*). Wir zeigen, dass jedes in einem solchen Gebiete befindliche Inte- 
gral auf einer Curve erster Art endigt, also keinen Grenzwerth für 
liime=0 besitzt. Wird das Gebiet von zwei Curven 2 (P’ und £") be- 
grenzt, so muss eine darin befindliche Integraleurve fortwährend steigen 
oder fortwährend fallen; y muss bei e=5>>0 auf einer Curve / erster 


Art endigen, weil sonst limy = & (HZ & Pu) Wäre, was nicht möglich 
2 


ist. Wird das Gebiet von einer Curve 5 und einer Curve y begrenzt, ohne 
die zu 9 gehörige Curve « zweiter Art zu enthalten, so wird ebenso ge- 
schlossen; denn ausser y giebt es kein Integral y mit limy=«, Enthält 


z=+U 
das Gebiet die Curve @ zweiter Art, welche der Curve 9 entspricht, so 
muss ein anfangs zwischen y und « befindliches Integral y die Curve « 
bei e=$5>>0 überschreiten, um, wenn sie sich zwischen « und ? befindet, 
entweder fortwährend zu steigen oder fortwährend zu fallen, so dass die 
früheren Schlüsse gelten. 

Betrachten wir weiter ein Gebiet zwischen zwei Curven oder y, 
in welchem eine Curve « erster Art liegt; es kann dies nur eine einzige 
sein, da zwei Curven « erster Art entweder durch eine Curve 5 zweiter 
Art oder eine Curve y getrennt sind. Eine in dem Gebiete befindliche 
Integraleurve kann dasselbe weder durch eine Curve y verlassen, noch auf 
einer Begrenzungscurve $, welche hier von der zweiten Art sein muss, 
endigen. Wir nehmen beispielsweise an, die in dem Gebiete befindliche 
Curve « erster Art falle für OSzr sa, wenn sie in der Richtung der 


abnehmenden xz durchlaufen wird. Oberhalb der Curve « erster Art ist 


1 Se 0% unterhalb = <- 0**), Eine unterhalb « befindliche Integraleurve 


y steigt fortwährend, wenn sie die Curve « nicht überschreitet; es ist also 
limy= «,. Andernfalls fällt sie nach Durchsetzung der Curve «. Eine 


z—=-+ 


*) Zwei Curven 4) können ein solches Gebiet nicht begrenzen, da zwischen zwei 
Curven @ zweiter Art entweder eine Curve «& erster Art oder eine Curve f erster Art 
liegen muss. Im letzteren Falle zerfällt das Gebiet in zwei andere. 

**) Wird unser Gebiet beispielsweise oben von einer Curve y begrenzt und enthält 


es die entsprechende Curve «@ zweiter Art, welche alsdann mit abnehmendem = steigen 





— d _ Bew 
muss, so ist oberhalb « r- <70; ein zwischen « und Y befindliches Integral steigt 


anfangs, bis es die Curve @ bei = &7>0 schneidet, um wie im Text weiter zu ver- 
laufen. 
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Integraleurve oberhalb « fällt; sie kann nicht unter die ebenfalls fallende 
Curve « herabsinken, weil sie dann sofort wieder steigen müsste; y nähert 
sich also fortwährend abnehmend dem Grenzwerthe «,. Alle Integrale y, 
welche sich für ex, in einem Gebiete befinden, welches eine Curve « 
erster Art enthält, haben demnach für imz=-+0 den Grenzwerth «,. 

In demjenigen Gebiete, welches aus der Fläche oberhalb der ersten 
und der Fläche unterhalb der letzten der Curven 5 und 9 besteht, erieiden 
die bisherigen Betrachtungen keine Aenderung. Wenn ein Integral y in 
dem unteren Theile des Gebietes verlaufend für 2=5 unendlich wird, 
wechselt es der Entwickelung (6.) zufolge sein Vorzeichen und läuft für 
2 <-& im oberen Theile des Gebietes weiter. 

Sind im Falle eines geraden m überhaupt keine reellen Curven «, / 
vorhanden, so nimmt jedes Integral y mit abnehmendem x fortwährend ab, 


dı ee ’ " u 
da —- stets positiv ist, es wird für = &>>0 unendlich gross und wechselt 


sein Vorzeichen. Jedes Integral oseillirt demnach zwischen —x und +x. 
Heben wir aus dem Bisherigen den Satz hervor: 
Der Grenzwerth eines Integrals y der Differentialgleichung (1.) für 
ime=-+ÜU, falls ein solcher vorhanden ist, genügt der Gleichung 


m-+]1 


p(a,) = A, t "+ao) + +t4.2 u (), 
Einer reellen Wurzel «, dieser Gleichung entsprechen unendlich viele Integrale 
p (a) 


oder nur ein einziges Integral mit dem Grenzwerth «,, je nachdem rt 
wi) 


positiv oder negativ ist. 

Damit jedes Integral, dessen Anfangswerth für x = x, reell ist, einen 
Grenzwerth besitzt, ist nothwendig und hinreichend, dass zwischen je zwei 
Wurzeln /,, sowie zwischen einer Wurzel /, und einer Wurzel «, zweiter 
Art*) immer eine Wurzel «, erster Art liegt, dass also die Anzahl der « 


erster Art 2 beträgt, oder mit anderen Worten, dass die Anzahl der 


Wurzeln der Gleichung %(«,) = 0, für welche a -—>0 ist, gleich der 


Hälfte der Gesammtzahl der reellen Wurzeln der Gleichungen %(«,) = 0 
und w(A,)=0 ist. Dabei ist vorausgesetzt, dass überhaupt reelle Wurzeln 
vorhanden sind. 





*) Auch oberhalb der ersten oder unterhalb der letzten der genannten Wurzeln. 
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82. 


Wir betrachten jetzt ein particuläres Integral y= f(x) der Diffe- 
rentialgleichung (1.), für welches 


limf(x) = 


z= +0 
ist, und bestimmen die Grenzwerthe der sämmtlichen Ableitungen y” = f” (z). 


Wenn die absoluten Beträge von x und y—c, hinreichend klein sind, 
so hat man 


P(z, a a, 
= Ra, ya) = FR y-)+bat- 


Die wiederholte Differentiation der Bart (1.) 





. 
u z en Be, y—@,) 








ergiebt 

(12) a Sy'+T,, 

(12") u = Sy'+T,, 

(120) TU Sym+T,; 
hierbei ist 

a) = Hd = 

: | „= S—(k+ld)e, 
In ee 
PETE NG 
AIR) | T, = DS. ” 2 y)ye® 
| | ++ nt hr Mn yo». 





Wir setzen jetzt ausdrücklich k > 0 voraus und haben für ime=-+P0: 


Pla) 
ce iin v(e,) ' 
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ferner, falls limy”” (a=1,2,...) vorhanden und endlich ist, 


p (@,) 
w(a,) " 


und auch für limT‘, ergiebt sich ein endlicher Werth. Wenn also wirklich 
ein endlicher Grenzwerth von f(x) vorhanden ist, so erhält man aus (12.): 


lim S, == limS,_, = lim $, —— 


f (a,) 2 P(n) \ 2 a 
Sr liimf” (z)+limT, = 0, 
also 
(14 1 (n 1} ı) (@,) ® rq 
(14.) limf”(z)=n!e = — limT.. mi 


p («,) 


Wir fassen die Gleichung (12’.) als Differentialgleichung für die Funetion 
y auf, nachdem y= f(x) gesetzt ist; ebenso setzen wir in (12) y=f(r), 
v=f(e), ..., yr’=f”"”(z), so dass wir eine Differentialgleichung für 
y” erhalten. 


y ® .. a _ C » / ur \ 
Es sei zunächst Fa) >0. Die Anwendung des $ 1*) auf (12'.) 

(a ) - bo ) \ ) 
7 0 


ergiebt*”), dass limy’ existirt und nur gleich &, oder unendlich sein kann; 

für ein partieuläres Integral y =y ist lmy =x, für alle auderen Integrale 

uf (a =. n a! zu hie 

limy'=&; denn der dem Ausdruck 7 für (1.) bei der Gleichung (12'.) 
\o 

entsprechende Ausdruck ist 


wi ee 7 
limS, = an 0 


für imy’ =. Es ist also nur zu zeigen, dass das uns interessirende parti- 
euläre Integral y'’= f'(z) nicht mit y übereinstimmen kann. Für die lineare 
Differentialgleichung (12'.) ist 9’ dasjenige Integral, welches für jeden 
Werth von x unendlich wird; nach (1.) ist aber 


P(z, f(x)) 
fe) = rg, fa) 


*) Man kann auch die Sätze über die Riccatische Differentialgleichung im ersten 
Theil benutzen. 

**) Allerdings sind S, T,, nachdem y = f(x) gesetzt ist, keine convergenten 
Potenzreihen von x mehr, wie die A; und B; in (1.); sie sind aber für O<z<xz, 
stetige Functionen von x, welche sich, wenn z zur Grenze OÖ geht, beständig wachsend 
oder beständig abnehmend bestimmten Grenzwerthen nähern, was für die zu machenden 
Schlüsse ausreichend ist. 
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für keinen Werth von x in der Nähe von z=(0 unendlich; es kann also nur 
limf'(«) = & 
sein. 
Nehmen wir an, es sei 
limf®(&@) = ile;: d=h...,n- 
dann ist für ein einziges Integral y” = y” von (12”.) limy” = x, für alle 
anderen Integrale limy”” =n!e,, denn es ist 


limS, = va) eg, 
Hier ist aber y”= x für alle Werthe von x, während (12”"") zeigt, dass 


m) N Sfr (a)+Tı.oı 
PU = Bad f 


in der Nähe von 2 = (0 nieht unendlich werden kann. Wir haben demnach 


limf”(z) = nle,. 





Es sei weiter 22 0. Dann hat n!e, für die Gleichung (12) 


Y(@,) 
denselben Charakter wie «, für (1.), falls limf”(&) @=1,...,”n—1) endlich 
ist; für ein partieuläres Integral y” = y” ist limy'” = n!e,, für alle anderen 
limy” = »*), und es wäre zu zeigen, dass f”(x) mit 9” übereinstimmt. 
Daraus, dass die Curve y= f(x) zwischen der Curve y=« und der Geraden 


y= «a, verläuft, folgt aber**), dass lim 2 nicht unendlich sein kann, 


während kin -® = ec, endlich ist; also ist limf’(z) = &. Unter der An- 
dx ; 


nahme, es sei limf® (x) = il; (i=1, ...,»—1), liegt das Integral y*"" = f"""(z) 


*) Für hinreichend kleine Werthe von & muss y” fortwährend wachsen oder fort- 
während abnehmen. 


**) Nehmen wir etwa an, dass sich «=«(z) und also auch „= f(z) abnehmend 
da ED 
dx dx 
Grenzwerth ® nähert. Dann ist für hinreichend kleine positive 

f(@) = a,+2f'(0,2), ala) = a,+za'(0,«), 
wobei 0<9, < 1, 0<6, < 1 ist, also 

f(z)—-a(«) we; 2 z[f'(0, T)— a' (6, )] >—, 

was mit @, <y<T« nicht verträglich ist. 


dem Grenzwerth «, nähern und dass sich 


dem Grenzwerth «,, wachsend dem 
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. Zr Ex ’ d T 
i (n—1) nn (n—1) si n—1 ... x (rc (REF, nl 
von (12”®,) zwischen der Ourve y Ei für welche lim —- ( 5 ) 
. . d d G d (n—1) li nt \f ’ 
endlich ist, und der Geraden y” "= im (— S +) = (n—1)!e,_,; es kann 
re az | | 
demnach lim — _— = limf”(@) nicht unendlich sein: also ist 


limf” (x) = nle,. 


Indem wir ,=«, setzen, bilden wir die im allgemeinen diver- 
sente Reihe 


(15.) Mn otscteE +. 
Setzt man 
(16.) f(x) = ust&c+-+8,2”"+2,0", 
also 
f(z)—(e, +8,24. +82") 
2 „ = 7 — e —— 
Zu 
so ist der Grenzwerth der »ten Ableitung des Zählers von z, gleich 
limf” (@)—n!e, = (0, 


der Grenzwerth der »ten Ableitung des Nenners gleich »!, während die 


(Grenzwerthe der niedrigeren Ableitungen verschwinden; also ist *) 

(17.) limz, = 0, 101,2... 
d.h. unser Integral y= f(x) wird durch die Reihe (15.) asymptotisch dar- 
gestellt. 

Durch die Reihe (15.) wird die Differentialgleichung (1.) formell 
befriedigt. Wir können die Coefficienten e, durch Einsetzung von y=n 
in (1.) und Vergleichung der Coefficienten der Potenzen von x berechnen; 
wir finden so: 


| p(E) = a +a5 + +a,o —=(), 


18. p . y . 
) | p(E,).E, = ganze Function von &, &, Si. 
Wegen 
a ven i 
gi Fr - ut 2,cCt? +... 
Ic 


werden die durch Vergleichung der Coeffieienten von =", x’, ..., z* ent- 


b 





*) Vgl. etwa Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn., I. Theil, S. 72 ff., wo die benutzte Regel 
unter den hier erfüllten Voraussetzungen bewiesen ist. 
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stehenden Gleichungen (18.) einfach dadurch erhalten, dass man in P(n) 
die Coeffieienten von x", z', ..., x* gleich Null setzt; es ist also mit Rück- 
sicht auf (8.) wegen Pe) =0: 

(19.) at ml, 


Fassen wir die bisherigen Resultate in den Satz zusammen: 

Jedes Integral y= f(x) der Differentialgleichung (1.) (k > 0), welches 
für ime=-+0 den Grenzwerth &, besitzt, wird durch die der Differential- 
gleichung formell genügende Reihe 


, = 0. 


= st sctorE +: 
asymptotisch dargestellt. Es ist für n=(, 1, 2, 
Ka) test tan) _ gg 








lim -— - 
x 
und 
limf” (x) = nle,. 
Um das Verhalten der Integrale von (1.) bei dem Grenzübergange 
limz= —0 zu untersuchen, setzen wir = —t und erhalten 
ur Ay ao P(-1, y) .. 
ide ik 0% y) für gerades %, 
k+1 dy je: 2 Y) u 
dit ii» ah een für ungerades A. 
Bei geradem %k bleibt demnach der Ausdruck Fe 2, dessen Vorzeichen 
den Charakter des Werthes «, bestimmt, ungeändert, während er bei un- 
geradem Ak in er übergeht. Ist % gerade, so haben sowohl für 
iime=-+0 als auch für limz = —0 unendlich viele Integrale den Grenz- 


er >> 0 ist. Bei geradem %k mit En 2 0 ist bei 


beiden Grenzübergängen nur ein Integral mit limy = «, vorhanden. Ist k un- 1 


werth «,, wenn 


gerade und PR) >> 0, so ist für unendlich viele Integrale limy = «,, aber 


u (a 10) u. xz=+0 


nur für ein Integral limy = «,; umgekehrt bei ungeradem k mit RL. %) 


2=—V) ve — 


Wir haben demnach für die Integraleurven der Differentialgleichung 
(1.) mit k > 0 drei Arten von singulären Punkten 2=0, y= a, Abgesehen 
von 2= (0 haben alle durch den Punkt 2= 0, y=«, gehenden Integral- 
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curven unter sich eine Berührung unendlich hoher Ordnung und mit der 
Curve „=. eine Berührung Akter Ordnung *). 

Im Falle k=0 gelten zwar noch die Entwickelungen von $ 1, aber 
nicht diejenigen von $ 2. Indessen ist dieser Fall durch Briot und Bouquet 
und Poincare (Journ. de l’Ee. pol. cah. 36, 45) erledigt. An Stelle der 
beschriebenen singulären Punkte treten für k=0 die Punkte, welche Herr 
Poincare (Liouv. Journal 1881 ff.) als „noeud“ und „col“ bezeichnet hat. 





*) D. h. es ist für imz = +0 bezw. limz = —0: 
A SEE u. 
lim m lim zur, n=0,1,...,k) 


ferner, wenn Y,, Y, zwei von derselben Seite her in den Punkt (0, «,) einlaufende Inte- 
grale sind, 

dry, 
dx” 


a” y, 


— Jim 
dx" 


lim 


n=l, 1,..,%) 














Zusammenstellung der Formeln 
des Herrn S. Gundelfinger zum Hauptaxenproblem 
der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse 


bei Zugrundelegung von projecetiven Coordinaten. 
(Von Herrn Ph. Brückel in Darmstadt.) 





Die folgende Arbeit bildet einen Auszug aus Vorträgen, die mir 
Herr Gundelfinger zum Zweck der Herausgabe gehalten hat. Sie sollte als 
Ergänzung bezw. Erweiterung der Methoden und Sätze dienen, die in 
den „Vorlesungen*) aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte von 
S. Gundelfinger, herausgegeben von F. Dingeldey, 1895“ entwickelt worden 
sind. Wir haben eine vorläufige Zusammenstellung für nöthig gefunden, 
weil in den besten und ausführlichsten Lehrbüchern über die analytische Geo- 
metrie der Flächen zweiten Grades (Plücker, Hesse, Salmon-Fiedler, Clebsch- 
Lindemann) die Entwiekelungen entweder sich nur auf Cartesische Coordi- 
naten oder wenigstens nicht auf allgemeine projective Coerdinaten beziehen. 
Ueberdies ‚sind die letzten Formeln gerade für die Ausartungen — wie 
immer in der Algebra, so auch hier schwieriger als die sog. allgemeinen 
Fälle nicht mit der nöthigen Einfachheit und unvollständig behandelt 
worden**). 

Um die Uebersicht der Formeln nicht zu stören, wurden die Beweise 
im Texte vielfach nur angedeutet oder am Schlusse einzelner Abschnitte 
in Anmerkungen gegeben. Der Vollständigkeit halber sind die Kriterien 








*) Im Folgenden sind alle Verweise auf dieses Buch unter der Abkürzung „Kegelsch.“ 


gegeben. 


**) Von den verschiedenen speciellen Fällen einer allgemeinen Flächenschaar 
II. Klasse sind bei einer confocalen Schaar mehrere Fälle auszuschliessen auf Grund des 
Fundamentaltheorems (8) B) in den „Kegelsch.“ S. 68; vgl. auch die Entwickelungen von 
Herrn Gundelfinger in Hesses Raumgeometrie, Suppl. IV S. 515 ff. (Satz 23). 
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der Flächen zweiter Ordnung (resp. Klasse) und ihrer ebenen Schnitte hier 
beigefügt, und zwar dem Inhalte nach die gleichen, welche Herr Gundel- 
finger in Hesses analytischer Geometrie des Raumes, (1876) gegeben hat, 
jedoch in eine für die Berechnung praktischere Form gebracht. 


Erster Theil. 


Kriterien der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse sowie der Curven 


zweiter Ordnung im Raume. 


$1. 


Definitionen. 


Im Folgenden werden für einen variabelen Punkt P Tetraeder- 
eoordinaten 2,:2,:2,:x, verwandt, die durch eine laufende Proportion 
folgender Art definirt sind: 


ET Er 


u 


(1.) T”ı:%,:%,: 7; — 


Dabei bedeuten e,, &, &, e, die positiv genommenen Abstände eines festen 
Einheitspunktes E von den Seitenebenen a,, @,, qa,, a, des Coordinaten- 
tetraeders, Yı, 92; 95, 9, die Abstände des Punktes P von den vier Seiten- 
ebenen, wobei g;, ü=1,2,3,4) positiv oder negativ zu nehmen ist, je nach- 
dem P und E auf derselben oder entgegengesetzten Seite von a, ki = 1,2, 3, 4) 
gelegen sind. Nach derselben Regel sind also auch die Vorzeichen für die 
Höhen A,, A,, h,, h, des Tetraeders zu bestimmen. 

Unter diesen Voraussetzungen ist bekanntlich die Gleichung der un- 
endlich fernen Ebene 


(2.) PıXı+P2%:+ pP; + pıX, —=(), worin pP: = Pr . (i=1,2,3, 4) 





Für homogene rechtwinkelige oder schiefwinkelige Coordinaten ist also 
pr =p=p=(0, p=1 anzunehmen. 

Die Coordinaten «#,:%,:u,:«, einer Ebene x werden definirt durch 
die Proportion 


(3.) 
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worin z, @=1,2,3,4) die Entfernungen der vier Scheitel des Tetraeders 
von der gegebenen Ebene « bedeuten. Ihre Gleichung ist 


(4.) ur tn +0; +0, =. 
$2. 
Kriterien. 
Es sei 
iu 4 4 
(5.) f(z, €) = Zi Zr AuE U, = 0 (a, = q,,) 


die Gleichung einer Fläche II. Ordnung, 
A= Zr+(a,4»4;4,) 


die Determinante der Form f(x, x) und 





6) Fu) = 3Amm, worin Au = Su 
3 dirk 
die adjungirte Form von f(x, &). 
In den Kriterien der Fläche II. Klasse ist 
+ + 
(7.) y(u, u) = Zi 2 Um =0 (a, = a) 
die Gleichung der betreffenden Fläche, 
A = 2+(0,020304) 
die Determinante der Form (u, u) und 
-. A 0A 
(8.) DP(z, x) = SI: Ir Au; Cs wobei As = Dan 
1 1 ‘ 


ihre adjungirte Form. 


A) Schnitt einer Fläche II. Ordnung /(z, 2)=0 mit einer Ebene 9, =. 






cl 2,3, 4) 


(i, k=1l, 2. 3. +) 


y und 3 seien irgend zwei verschiedene, willkürlich fixirte unendlich 
ferne Punkte auf der Schnittebene g, aber nicht auf f(z,2)=0 gelegen 
(sodass für diese Punkte g,=0, g,=%U, p,=(0, p, =), p. = 0 die Gleichung 


der unendlich fernen Ebene und #u,=0, v,= 0 beliebige Ebenen. 





I. 
a) 


b) 
c) 
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F(q, g) 2 0: ein nicht zerfallender Kegelschnitt. 

f(y, y)f(2, 2)—-f’(y, 2) > 0: eine Ellipse, imaginär oder reell, je nach- 
dem f(y,y)F(q,q)>0 oder <O. 

f(y, y)f@z, 3) —f (y,2) <0: eine Hyperbel. 

f(y, y)f(z, 2)—-f’(y,2) = 0: eine Parabel. 


II. F(gq, Q) =, ohne dass alle BCE? =1,2,3,4) verschwinden; etwa 


F a) 


b) 
» \ 
6) 


d) 


II. 


a) 
b) 


IV. 


od; 


‚OF(q, 9) > 0 


oq,, 


fy,.y)f(,2)-f (y,z) > 0: zwei imaginäre Geraden, deren reeller 
Schnittpunkt im Endlichen liegt. 


: ein Geradenpaar. 


f(y, y)f(z, z)—-f(y, 3) <0: zwei reelle, nicht parallele Geraden. 
f(y, y)f(2z,2)—-f (y,2) = 0: zwei parallele Geraden, imaginär oder 
OF(q, 9) 


( 
/4,, 


reell, je nachdem > 0 oder <O, 


f(y, y) = 0, f(z, 3) = 0, f(y, 2) = 0*): zwei reelle Geraden, von denen 
die eine im Unendlichen liegt. 


F(q,Q)=0 und alle erg, 9 =1,2,3,4) gleich Null**): eine 


oa;; 

Doppelgerade. 

f(y,y) = 0, f(z,2) =0*): eine unendlich ferne Doppelgerade. 

eine von den beiden Grössen f(y, y), f(z, 3) nicht gleich Null: eine 
im Endlichen gelegene Doppelgerade. 

Seien r, s, £ irgend drei willkürlich gewählte Punkte auf q,=0, die 
nicht in einer Geraden liegen — etwa die Schnittpunkte mit den 
drei Kanten , =0,=0), (=0,,=0), (3 =0, 2, =0) — und 
ist fr, r)=0, fs, s)=0, ft, )=0, fr, )=0, fs, d=0, flt,r)=0, 
so bildet die schneidende Ebene einen Theil der Fläche zweiter 
Ordnung. 

Zusatz: Diese sechs Gleichungen sagen aus, dass alle Punkte 


zr,+As,+ut, der Fläche angehören oder auch, dass für alle Werthe der 


", und ®;: %ie "\==0 ist. 


qguv 


*) Diese Bedingungen sagen aus, dass alle Punkte #xy;+4z,;, auf der unendlich 
fernen Geraden (g/p) der Fläche angehören. 





5 ,igu 
**), ]iese Bedingungen sind identisch mit (2 j==29 
BEUTy gu 
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B) Flächen zweiter Ordnung'). 


I. A=0: Die Berührungsebenen der Flächenpunkte bilden eine doppeltunendliche 
Mannigfaltigkeit. 
1) A >> 0: imaginäres Ellipsoid und geradlinige Flächen. 
a) f(y, WF(p, pP) > 0, fly, Wflz, 2)—f’Cy, 3) > 0°): imaginäres Ellipsoid’*), 


b) F(p, p) = 0, und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht gleich- 
gleichzeitig: einfaches Hyperboloid. 
c) F(p,p) = 0: hyperbolisches Paraboloid. 


2) A<Z0: nicht geradlinige Flächen. 
a) f(y, y)F(p, pP) > 0, fly, v)fls, »)—f’(y, 2) > 0°): reelles Ellipsoid. 


b) F(p,p) > 0, und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht gleich- 
zeitig: getheiltes Hyperboloid. 
c) F(p,p) = 0: elliptisches Paraboloid. 


II. A=0, aber nicht alle A, gleich Null: Kegel und Cylinder. 
1) fy, Fr, pP) > O0, fu Wfl, »)—f”ly, 2) > 0°): imaginärer Kegel. 


2) F(p, p) > 0, und die beiden Ungleichungen in 1) bestehen nicht gleich- 
zeitig: reeller Kegel. 
3) F(p,p) = 0: Cylindergattung. 
. OF(P,P) eich Null: OF(p,p) — 
&) nicht alle - ie ei gleich Null; etwa Te 0. 


IF(p, or REN 
a) ht, >>0°): elliptischer Cylinder, imaginär oder reell, je nachdem 
1 
f(y, F(q, g) > 0 oder <ZO, wobei q,=0, p, = 0 vor- 
ausgesetzt ist. 
J 
b) en <Z 0%): hyperbolischer Cylinder. 
11 


P) alle a1 gleich Null’): parabolischer Cylinder. 


IH. —=(, alle A, = 0°), aber mindestens eine Hauptunterdeterminante II. Grades 
Aya A535 — Qi; Z 0: ein Ebenenpaar. 


1) nicht alle ii gleich Null. 


a) A,u455— Qi; _ 0Ö: zwei imaginäre, nicht parallele Ebenen. 
b) a,.055—ai3 <Z 0: zwei reelle, nicht parallele Ebenen. 
IF(p, s KERN: 
2) alle > gleich Null: zwei parallele Ebenen, imaginär oder reell, 


je nachdem a,.a35— a3; >09’) oder <O. 
IV. A=0, alle A, =0 undalle a,.a;;—ai; = O (gleichbedeutend mit: Sämmtliche 
Subdeterminanten II. Grades gleich Null): eine Doppelebene. 














Anmerkung. Bildet die unendlich ferne Ebene einen Theil der Fläche, so ist 
für irgend drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte y, z, ! auf p, =: 


y9=9 fa )=0, Y)=0 u)=) (Y)=I Fhry)=®0)). 
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C) Flächen zweiter Klasse °). 
I. 420: Die Berührungspunkte der Tangentenebenen bilden eine doppeltunendliche 
Mannigfaltigkeit. 
1) 4 >> 0: imaginäres Ellipsoid und geradlinige Flächen. 
a) p(p,p)Ply,y) >0, p(p,p)p(e, v)—p’(p, ec) > 0; imaginäres Ellipsoid. 
b) p(p,p) = 0 und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht 
gleichzeitig: einfaches Hyperboloid. 
c) p(p,p) = V: hyperbolisches Paraboloid. 
2) 4 <Z0: nicht geradlinige Flächen. 
2) 400, MO) > 0, 9(D,P)9l%, $)—gp°Lp, v) > 0: reelles Ellipsoid. 
b) p(p,p) = 0 und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht 
gleichzeitig: getheiltes Hyperboloid. 


c) p(p,p) = ®: elliptisches Paraboloid. 


I. 4=0, aber nicht alle A; gleich Null: Grenzflächen II. Klasse. 
a) y(p,p)P(y,y) >0: Ellipse, imaginär oder reell, je nachdem 
p(p.Pp)ylv,v)—Y’(p,e) >O oder <O, 
b) g(p,p)P(y, y) <0: Hyperbel. 


C) g(p,p) = 0, ohne dass alle g'(p,) gleich Null: Parabel. 
d) alle p’(pi) = 0: Kegelschnitt im Unendlichen und zwar, wenn etwa 
Ass (vgl. Bezeichnung in Anm. *) > 0, 
imaginäre Ellipse, wenn 4,4, >0, 4, >O. 


reelle Curve, wenn A, 4, und 4, nicht gleichzeitig positiv. 


Il. A=0, alle 4, = 0, aber nicht alle Subdeterminanten II. Grades gleich Null: 
etwa auau—a;; > 0 (wobei k, I zwei bestimmte Zahlen aus der Reihe 
1, 2, 3, 4 seien): ein Punktepaar. 
a) g(p,p) 0: ein im Endlichen gelegenes Punktepaar, 
imaginär, wenn &xa,—af, > 0 (für irgend ein Zahlenpaar k, ! 
aus der Reihe 1, 2, 3, 4), 
reel, wenn au au —afı <$. 
b) g(p,p) = 0 und nicht alle g'(p;) gleich Null: ein Punktepaar, wovon ein 
3 Punkt im Endlichen und ein Punkt im Unendlichen. 
c) alle g’(p;) = 0: zwei Punkte im Unendlichen, 
imaginär, wenn aux, — al 0, 
reell. wenn au au —ah <O. 


IV. 4=0, alle A; = 0 und alle aua,u—ajı = 0: ein Doppelpunkt, 
im Endlichen, wenn g(p,p) = 0, 
im Unendlichen, wenn g(p,p) =. 
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Anmerkungen zu den voranstehenden Kriterien der Flächen und ihrer ebenen Schnitte. 


') In den Kriterien der Flächen II. Ordnung sind y und z irgend zwei verschiedene, 
willkürlich fixirte Punkte auf der unendlich fernen Ebene, und g, = eine willkürliche 
Ebene, die durch y geht, für welche jedoch F(g, g) nicht verschwindet. 

‘) Das Gleichheitszeichen ist in jedem Falle ausgeschlossen. 

°“) Die Kriterien für das imaginäre Ellipsoid können ersetzt werden durch 4,4, > 0, 
d, —>o0, worin I, = a,u., A, = 2+(Q,u035), I, = 24 (a,.Q;554,,), wenn a, ß, y, d irgend 
eine bestimmte Permutation von 1, 2, 3, 4 ist. Sind diese Bedingungen für eine be- 
stimmte Permutation erfüllt, so sind sie für jede erfüllt. 


°) Man könnte auch sagen: f(y, y)f(z, »)—f”’(y.=) > 0, wobei das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen ist. 

‘) Man könnte auch sagen: f(y, y)f(=,=)—-I’(y, 2) ZO. 

°) Man könnte auch sagen: f(y, y)/z, 2) -"y)=V. 

) A=0 und sämmtliche 4; = 0 (= 1,2, 3,4) ist gleichbedeutend mit: Sämmt- 
liche Au =0 (,k= 1,2, 53, 4). 

”) Wenn auch nur eine einzige Hauptunterdeterminante Il. Grades a,,a55—a?5 ver- 
schwindet, so tritt der zweite Fall („reell“) ein. 

°) Diese sechs Bedingungen sagen aus, dass alle Punkte «y-+i2-+ut auf p, =O deı 
Fläche angehören. 

") In dieser Zusammenstellung ist #, = 0 eine beliebige Ebene g(v,») O0 und y 
ein beliebig fixirter Punkt auf der Geraden (p, =0,v,—=d). 


Um die Kriterien für die Flächen II. Ordnung zu erhalten, hat man 
zuerst die Ellipsoide von den übrigen Flächen geschieden durch die Be- 
dingungen, unter welchen f(x, ©) =0 von p,=0 in einer imaginären Ellipse 
geschnitten wird. Sodann wurden unter der Voraussetzung reeller Flächen 
die geradlinigen von den nichtgeradlinigen Flächen getrennt: man unter- 
suchte, wann die Fläche von einer Tangentenebene in einem reellen oder 
imaginären Geradenpaar getroffen wird und erhielt bei f(y,y) = 0 und be- 


LU) N ö 
liebigen «, die Bedingungen *) er . > 0 oder - Au =>. 
6 i i 


Zum Schlusse mögen die zur Ableitung der Kriterien für die ebenen 
Schnitte einer Fläche II. Ordnung nöthigen Untersuchungen folgen, die mit 
Hülfe der beiden Fälle A>0 die Entscheidung über die Gattung einer 
Fläche II. Ordnung resp. Klasse gegeben haben. 

I. Wann wird eine Fläche f(z,x)=0 von einer Ebene g,=0 in 
einer imaginären Ellipse geschnitten? 

Man fixire auf der Geraden (p,=0,g,=0) beliebig zwei Punkte y 
und z, dann muss in diesem Falle f(y, y)+2Af(y, z2)-+HAf(z,2) = 0 zwei 


*) vgl. Schlömilch, Z. XVIIL S. 543—532. 
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imaginäre Wurzeln besitzen, d. h. f(y, y)f(z, z2)—f’(y, 3) > 0 und auch f(y, y) 
Y BE ic} ! gar y) 

sowohl wie f(z, 2) von Null verschieden sein. Ferner muss ( T,./ 0 

gar \Y 


d.i. —f(y, y) (2) >60, weil If (y)x;,=0 eine Diametralebene ist. 


Dieser Beweis gilt übrigens auch dann, wenn q,=(0 mit p,=0 zu- 
sammenfällt, nur sind dann y und z irgend zwei Punkte auf p, =. 

II. Wann wird eine Fläche Il. Ordnung f(z,x2)=0 von einer 
Ebene g,= 0 in einem Geradenpaar getroffen? 

Seien z, die Coordinaten der Spitze, x, die Coordinaten irgend eines 
Punktes auf dem ebenen Schnitte, so müsste f(z, 2)+2Af(z, 2)+4 f(x, x) = 0 
für alle Werthe von 4 befriedigt werden, d.h. f(z, x) = 0 müsste mit q,= 0 
identisch sein, somit f(z,) = og;; da überdies g, = 0 ist, so wird F(q, q) = 0 
die gesuchte Bedingung sein. 

Ill. Wann werden diese beiden Geraden zusammenfallen? 

Dazu ist nöthig, dass irgend eine Ebene u,=V mit (f(r, x) = (0, 

[ ] u \ 


y.=0) zwei zusammenfallende Schnittpunkte hat, also ( = für alle 
4 ! 


u 


u oder I d-F)=0. 
IV. Soll endlich f(x, x) = g,.r, sein, so wird jeder Punkt y auf 


qumv 


q,=0 auch auf f(y,y)=0 liegen; mithin ist ( )=0 bei beliebigen 


gu [2 
«, und ®, die gesuchte Bedingung. 

N.B. Zur Ableitung der Bedingung für einen elliptischen CUylinder 
hat man eine willkürliche Ebene q,=0, für welche F(g,g)= 0 ist, mit 
fx, 2) =0 zum Schnitt gebracht. Dieser Schnitt ist jedenfalls endlich und 
im Falle eines reellen resp. imaginären elliptischen Cylinders eine reelle 
resp. imaginäre Ellipse. 







Theil. 


Hauptaxenproblem für die Flächen II. Ordnung. 


Zweiter 






$1. 


Definition der hierbei auftretenden Invarianten, Zwischenformen, Covarianten und Contravarianten. 


+ 
Es sei in Uebereinstimmung mit dem Früheren f(x, x) =, 
1 


-NM F® 
2 
a 


(a, = a,) die Gleichung einer Fläche Il. Ordnung, A= F+(a ,a,a,a,) die 
29* 
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Anmerkungen zu den voranstehenden Kriterien der Flächen und ihrer ebenen Schnitte. 


') In den Kriterien der Flächen II. Ordnung sind y und 3 irgend zwei verschiedene, 
willkürlich fixirte Punkte auf der unendlich fernen Ebene, und 9, = eine willkürliche 
Ebene, die durch y geht, für welche jedoch F(g, q) nicht verschwindet. 

‘) Das Gleichheitszeichen ist in jedem Falle ausgeschlossen. 

”@) Die Kriterien für das HOMFRARR Ellipsoid können ersetzt werden durch 4,4, > 0, 
d, >), worin A, = a, 4, = + (ana 02), I, = 2+(a,.4;5Q,,), wenn a, A, y, Ö irgend 
eine bestimmte Permutation von u 2, 3, 4 ioh Sind diese Bedingungen für eine be- 
stimmte Permutation erfüllt, so sind sie für jede erfüllt. 


°) Man könnte auch sagen: f(y, y)f(z, z2)—f”(y.=) > 0, wobei das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen ist. 

‘) Man könnte auch sagen: f(y, y)f(z, 2) —f”(y, 2) Z 0 

°) Man könnte auch sagen: fu, y)/, )-Fy,)zdO. 

) A=0O und At A; =0(i=1,2,3,4) ist gleichbedeutend mit: Sämmt- 
liche A =0 (,k= 1,2, 3, 4). 

) Wenn auch nur eine einzige Hauptunterdeterminante II. Grades a,,ay5—a?5 ver- 
schwindet, so tritt der zweite Fall („reell“) ein. 

°) Diese sechs Bedingungen sagen aus, dass alle Punkte #y-+Az-+ut auf p, = 0 deı 
Fläche angehören. 

') In dieser Zusammenstellung ist v, = O eine beliebige Ebene g(v,v) >O und y 
ein beliebig fixirter Punkt auf der Geraden (p, =09, vr, =). 


Um die Kriterien für die Flächen II. Ordnung zu erhalten, hat man 
zuerst die Ellipsoide von den übrigen Flächen geschieden durch die Be- 
dingungen, unter welchen f(z, x) =0 von p,=0 in einer imaginären Ellipse 
geschnitten wird. Sodann wurden unter der Voraussetzung reeller Flächen 
die geradlinigen von den niehtgeradlinigen Flächen getrennt: man unter- 
suchte, wann die Fläche von einer 'Tangentenebene in einem reellen oder 
imaginären Geradenpaar getroffen wird und erhielt bei f(y,y) = 0 und be- 


liebigen «, die Bedingungen *) GH, u u) > 0 oder - Au, =. 


If) ww 


Zum Schlusse mögen die zur Ableitung der Kriterien für die ebenen 
Schnitte einer Fläche II. Ordnung nöthigen Untersuchungen folgen, die mit 
Hülfe der beiden Fälle A>0 die Entscheidung über die Gattung einer 
Fläche II. Ordnung resp. Klasse gegeben haben. 

I. Wann wird eine Fläche f(z,x)=0 von einer Ebene q,=0 in 
einer imaginären Ellipse geschnitten? 

Man fixire auf der Geraden (p,=0,q,=0) beliebig zwei Punkte ı Yy 
und z, dann muss in diesem Falle f(y, y)+2Af(y, z2)-HAf(z, 2) = 0 zwei 





“) vgl. Schlömilch, Z. XVIII S. 543—552. 
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imaginäre Wurzeln besitzen, d. h. f(y, y)f(z, 2)—f’(y, 3) > 0 und auch f(y, y) 


/ 


1 T ® . \ /gqi (yy)N 
sowohl wie f(z, 3) von Null verschieden sein. Ferner muss (7 De) 0 
‘gal \Yi) 


d.i. —f(y, Wi) >60, weil Ff(y)xz;=0 eine Diametralebene ist. 


Dieser Beweis gilt übrigens auch dann, wenn q,=(0 mit p,=0 zu- 
sammenfällt, nur sind dann y und z irgend zwei Punkte auf p,=V(. 

Il. Wann wird eine Fläche Il. Ordnung f(z,2)=0 von einer 
Ebene q,= 0 in einem Geradenpaar getroffen? 

Seien z, die Goordinaten der Spitze, x, die Coordinaten irgend eines 
Punktes auf dem ebenen Schnitte, so müsste f(z2, 2)+2Af(z, 2)+4 f(x, x) = 0 
für alle Werthe von 4 befriedigt werden, d.h. f(z,x) = (0 müsste mit q, = 0 
identisch sein, somit f (z,) = og; da überdies g, = 0 ist, so wird F(q, g) = 0 
die gesuchte Bedingung sein. 


Ill. Wann werden diese beiden Geraden zusammenfallen? 


Dazu ist nöthig, dass irgend eine Ebene u,=( mit (f(a,x) = (, 
. . ‘ . GUN a 
y.=0) zwei zusammenfallende Schnittpunkte hat, also (7 )J=' für alle 
ya 


u oder yy )-f)0. 

IV. Soll endlich f(x, x) = g,.r, sein, so wird jeder Punkt y auf 
q,=0 auch auf f(y,y)=0 liegen; mithin ist i : )= 0 bei beliebigen 
u, und ®, die gesuchte Bedingung. 

N.B. Zur Ableitung der Bedingung für einen elliptischen Cylinder 
hat man eine willkürliche Ebene g,=0, für welche F(g,g)= 0 ist, mit 
fx, 2) =0 zum Schnitt gebracht. Dieser Schnitt ist jedenfalls endlich und 
im Falle eines reellen resp. imaginären elliptischen Oylinders eine reelle 
resp. imaginäre Ellipse. 


Zweiter Theil. 


Hauptaxenproblem für die Flächen II. Ordnung. 


$1. 
Definition der hierbei auftretenden Invarianten, Zwischenformen, Covarianten und Contravarianten. 
ö 4 4 
Es sei in Uebereinstimmung mit dem Früheren f(x, x) = 3; Iı a, 2,0, = 0 
u 


(4, = a,) die Gleichung einer Fläche Il. Ordnung, A= F+(a,,a,a,,a,,) die 
29* 
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s u rl 
Determinante der Form f(z,x) und F(u, u) = -(}) = 3,3, A,,u,u,, worin 
1 1 


nn 


y 


C [3 ® » . 
Ar=-: die adjungirte Form von f(x,x). Wir setzen ferner 
ik 


fi —: 1f(«) Ro 1 a F= 1 F'(u,) eg OFlu, u) 


Ox; 2 u; 
und führen ausserdem die, analog $ 2 „Kegelsch.“ gebildete, definite Form 


u? u? uU, u u 
—- +. + —- er c0o8(a,, a,)+ +2 2 c0s(a,, 4,)”) 


e, e Bu wi 


I 


4.) wu, u) 


De: 


ein, die gleich Null gesetzt den imaginären Kugelkreis darstellt. Ihre ad- 
jungirte Form hat den Werth 


(2.) ‘2(z, 2) = ıp,. 
Durch Speeialisirung der x, erhält man für 7 die Werthe 
TP;,Ppı: = 52, T= DIE (,k=1,2,3, 4) 
in Bezug auf den letzten Werth sei für den Beweis bemerkt, dass 
(pm +p+p:) =1. 
Andere Werthe für z kann man aus den in „Kegelsch.* S. 61 angegebenen 


nach Analogie ableiten. 


Es mögen hier noch einige Bezeichnungen erläutert werden, die 
später Anwendung finden. Man setze 


4 4 N) ) 

Oof(u, u 

ER “ ] ur ur Me 

o(u, u) = SiS: Oli, lmk fin ek 
/U; 


4 4 
(3.) o(fı; fr, fs; fi) aa 2: Srbumar; 
ferner sei 
(4.) la, wo) = a,0,+2a,0; +" = Fa,0,, (,k=1,2,3, 4) 
(5.) Ib, w| == b1®;, +2b,05+*- Zb,W;. (i, km 2, 2, 3, 4) 


Wird als Hauptebene einer Fläche II. Ordnung eine im Endlichen 
gelegene Ebene x, = 0 bezeichnet, die mit der Polare ihres Normalencentrums 
zusammenfällt, so stellt 


(6.) F= }20(u)f/(@) = 0 


*) Dabei ist zu beachten, dass (a;, a;,) das Supplement desjenigen Winkels der 
Ebenen z,=0, x. =0 bedeutet, in welchem der Einheitspunkt liegt. 





Brückel, über Formeln des Herrn Gundelfinger zum Hauptaxenproblem. 219 


lie Polare des Normalencentrums von «,= (0 dar, d. h. des unendlich fernen 
Punktes, in welchem sich alle Normalen der Ebene «,=0 schneiden. Wird 





für diese Form folgende Bezeichnung eingeführt: 
+ 

4 Zi o(u)f (@;) == (&,: LT; + PER (114 C4) u; 7 en 0 I, rt 0.4%,) u; 
1 


(7.) En 


= FB: Sr0,%0,, 
l 1 





so dass 


Gy = Wut Watt Datz + Wr 
ist. so erhält man, wenn man mit Kronecker 
d,=0 für i>k und d,=1füri=k 


setzt, als biquadratische Gleichung, von der das Problem der Hauptaxen 
abhängt, 


(8.) Ah = la, —Ä Ö peusun| (WI, -L 4, —h ö = ), a ) +) 


deren Wurzeln mit 
ae Yon Ser Gral 1 
bezeichnet werden mögen. 
Hierin ist 


4,= Auß2ı+2Ar42;:+- = T/Aupi+2 AR:pıp + — tF(p, P); 
(9.) 24, =[a, w][a, »)—|b, w|, 
d,=|[a, w)]. 





Ferner treten, wenn man «,—0d,4 mit /,. bezeichnet, noch folgende For- 
men auf: 


1) die Zwischenform 


(10.) ZI EM er RZ HZ —Z,, 


U’ Fir 
deren Coefficienten in folgende Gestalt gebracht werden können: 


Z, = un, am +2, + X,. 


+ 
/ N ! f » \ 
Z; Erg (a, | U, re 2: ” (w)f Li) 


+ + 
Z, = d4,u,—4,43:0(u)f (©)+} Ziw(f)f (w,), 
1 1 
j 4 + ow oWy 
r ” » FE P \ P — I 
worin auch | 2:0 (f)f (w,) S: u De 


tp,F(w, p). 
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2) die Covariante 


(11.) cy=(, flay)a, = PQG—-20,+10,— 0, 
GC = f(z, €), 
0, = [a, w|f(r, z)-w(fı, fr fr fo 
Ce = A,fla, 2)-I4,0(f, fr fr tk Kr X 4), worin 4 = 0 (fi). 
= TAp. 

3) die Contravariante 

(12.) ro) = A = PN-RTHL-T,, 
T,;, = w(u, u), 
T', = [a, w|wo(u, W-f(w,, w,, @;, @,), 
N, = I,w(a, u)—-I,f(o, ©, ©, @)+@(W, Wr, %, y,), worin yw=!f'(w,), 
T,=V\. 


Die vier Grössen /(), Z(4), C(4), TA) sind absolute Invarianten. 
wenn f(z, x) und w(a, «) durch lineare, resp. zugehörige contragrediente 
Su%sstitutionen transformirt werden. 

Dieselben Ausdrücke treten auch bei der Entwickelung der folgenden 
Determinanten auf, wenn darin 

Yı = uAa— Wu" 
bedeutet: 
(13.) + (YyıYaYa3Yu) = WA—wW AI, +WAI,—urF(p, p), 


x “= 2 3 - nn m 
(14.) e si u: = WAZ, WAZ, +u AZ —Z, 
Y EN x” 3 ) 2 Y 2 
(15.) ch, = w AG, —u AC,+ u C,—rp,, 
A4PRN 1. Io (u) ec voii 
(16.) ER = WAT, WAT, +UAT-T,,. 


Die Gleichungen (13.) bis (16.) werden mit den Def. (8.) bis (12.) identisch, 
wenn man sie mit A multiplieirt. 


Dimensionen der Flächen II. Ordnung. 





In diesem Paragraphen sind die Formeln, die sich auf die Dimensionen 
der Flächen beziehen, zusammengestellt. Die Beweise ergeben sich im Zu- 
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sammenhang mit den Entwickelungen des $ 5, die sich auf die Bestimmung 
der Lage der Flächen beziehen. 
Das Hauptaxenproblem kommt darauf zurück, lineare Substitutionen 


X, = us +0 +2, tur,. 
Huisla a ish deren Substitutionsdeterminante 
g- L=ur tn tur, +u r,. 
li.) ’ N ı A N zZ Zu | . >” 
KL, =u nt 4 + a. Zt p)=r= 1ISU” ), 
ya 
k= Pı%ı PT, +PX3 TPiE,, 





resp. die contragredienten Substitutionen 
(18.) u, = wU,+u, U;+u; U,+p;U, (=1,2,3,4) 
so zu bestimmen, dass folgende Transformationen gleichzeitig eintreten 
19) tun tu; ua, = U) X +UX;+U,X,+U,X,, 
(2U.) wu, u) = U+U,+U;, 
und für Mittelpunktsflächen 
(21.) f(z, &) = WM + X +" X,+uN,, 
oder für Flächen ohne Mittelpunkt im Endlichen 
(22.) f(x, &) = X + X —20X,Ä,. 
in welehen beiden Grundformen einzelne oder sämmtliche 4%” auch ver- 
schwinden können. 

Der innere Grund dafür, dass für f(x, x) ausser diesen beiden letzteren 
Formen keine anderen möglich sind, liegt in dem Fundamentaltheorem, das 
Herr Gundelfinger in den „Kegelsch.“* $ 8 Satz (19) und in Hesse, Geometrie 
des Raumes (Suppl. IV S. 511 u. ff.) gegeben hat. 


A. AMittelpunktsflächen. 


Die Coordinaten des Mittelpunktes sind zu berechnen aus 
= n —- - => AB 
P, P; P; P; 
worin « einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Es lässt sich analog „Kegelsch.“ 
5. 25 nachweisen, dass 


(24.) Ei, 


23 ) ar, Ben 4f (z,) Rei sf (z,) ) e (3,) 
\ R Tr 


immer einen ganz bestimmten Werth besitzt, einerlei ob nur ein einziger 


*) vgl. „Kegelsch.“ $ 10 $. 92. 
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Mittelpunkt, eine Mittelpunktsgerade oder eine Mittelpunktsebene vorhanden 
ist, oder ob schliesslich jeder Punkt des Raumes als ein uneigentlicher 
Mittelpunkt zu betrachten ist. 

Man hat vier Fälle zu unterscheiden: 

1) Wenn ausser 4’”=0 keine andere Wurzel der Gleichung 4(4) = 0 
verschwindet, so hat die Fläche einen einzigen Mittelpunkt. Die transfor- 
mirte Gleichung der Fläche lautet 


(25.) f(&, ©) = KAHN HR LER? = 0, 
wobei 
X=-0, %=-0 X=0 
die Gleichungen der Hauptebenen in der Normalform (vgl. „Kegelsch.‘ 


S. 9—10) sind, sodass die Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten von 
der Form ist 


Hierbei hat die Mittelpunktsconstante den Werth 
(26.) = 7.0. = -%, (für beliebige =) 
(pp) AA, 
2) Wenn ausser 4" =4"=0 keine andere Wurzel der Gleichung 


(4) = 0 verschwindet, und wenn in der Determinante I+(0,,%,43,) sämmt- 
ne Subdeterminanten III. Grades F+(«,,«,,«,,) verschwinden (Z, = 0), so 
hat die Fläche eine Mittelpunktsgerade. 

Die transformirte Gleichung wird 
(27.) f(&, ©) = WXN+W X +2, = (0, 
wobei 


28) == ee a RER 


OA An p u 
(,m=1, 2, 3, &) (für beliebige «,) (für beliebige x;) 


“Ip 


3) It 4"=4"=4"=0,#>0 und verschwinden in F+ (a ,,034,, 
sämmtliche Subdeterminanten II. Grades «,@,,—- 0.0, Z=0, Z,=(0), 50 
besitzt die Fläche eine Mittelpunktsebene. 

In diesem Falle ist 


(29.) f(x, ©) = WX,+zÄ,, 
(30) x=- 074 ‚o®’F(p, Pr Ü_ Fr 9): (? u ” - 0:4,X.. 


Our Saba \u ® p u u) 
(k, I, m, n:=1,2, 3, #) (für beliebige u,. ®,;) (für beliebige x,) 
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q 


Anmerkung: Die Bestimmung von z in den Fällen 1), 2), 3) wird 
sewonnen durch die Bemerkung, dass f(x, 2)—zX,; = einen Kegel, resp. 
ein ee oder . Doppelebene repräsentirt. 

4) It =4'"=4" = 4"=0 und verschwinden sämmtliche «, (Z, =), 

kann jeder Punkt im Raume*) als ein uneigentlicher Mittelpunkt der 
Fläche aufgefasst werden: f(z,x2)=0 stellt eine Doppelebene dar, die mit 
der unendlich fernen Ebene zusammenfällt: 





(31.) f(x, &) = »zX 
Am (x, x C 
(32.) z m : —— f s ) —- 7 
PıPn pi Ä; 
Ln=1ıL23 9 (für beliebige x;) 


B. Flächen ohne Mittelpunkt im Endlichen. 

1) Wenn ausser 4" =4"=0 keine andere Wurzel der Gleichung 
4(4)=0 verschwindet, und wenn in der Determinante I+(o,,0.0,04) 
mindestens eine der Subdeterminanten Ill. Grades I+(«,,@,.«@,) nicht ver- 
schwindet, so hat man den Fall der Paraboloide. 

Die Transformation ergiebt 

(33.) f(z, ©) = WX+W'X}-20X,X,, 


worin 


34, A T F’(p, u) T F’(p, u) C 
e .) ” =. —T = ® — . - — _ . 
KR S d dJ ’p u\ d, na IX: 
i 1 } i %y' %y’ ) ) l i 
\ J 1 — } / m 
(für beliebige u;) (für beliebige u;) (für I :bige z,) 


Anmerkung. Wegen der Bezeichnungen hier und im Folgenden 


2) Wenn A =4"=4"=0, #>0 und wenn mindestens eine Sub- 


determinante Il. Grades «,«@,„-—0,,@;; nicht verschwindet, so stellt fr, x) = 0 


ri m 


einen parabolischen Cylinder Pit 


(35.) f(z, R = 4X —20ÄA;ÄX,. 

n? b.aDd35 —b}; sh Ä (P u % \ 

‚_ = y 2.4 

A b..Pp3—2b25PaPp3 bs; uv/ ik \» u 

(für beliebige ‚%;) 
(36. | | 

E , ) K b,.b;;—b}; x: Ü 
’ © ) (QuaP3--20.5PaPs+Q35Pä) % I, X, 












*) Jeder Punkt im Endlichen kann als Mittelpunkt der Fläche X? = 0 aufgefasst 
werden, d.h. als ein Punkt, der mit jedem Punkte im Unendlichen ein Punktepaar bildet, 
das harmonisch liegt zu diesem letzteren, als Doppelpunkt aufzufassenden Punkte. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 
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3) It V=4"=4"=4?"=0, aber mindestens ein «, von Null ver- 
schieden, so bildet die unendlich ferne Ebene einen Theil der Fläche: 











(37.) ee wre 0; 
b; C 
38. 2 in off fh» Far f,) ER ER FR... 3 ee > 
ni r X; PiPr X? 
(für beliebige r;) (für beliebige x;) 


Anmerkung. Die Werthe für o° ergeben sich analog den Werthen 
für z durch die Bemerkung, dass w(f, f, f, f)-e’A,;=0 in den Fällen 
(33.) und (35.) ein Ebenenpaar resp. eine Doppelebene repräsentirt. 


8 3. 


Bestimmung der Lage der Hauptebenen und der Richtung der Hauptaxen der Flächen II. Ordnung. 


Zunächst schliessen wir den Fall aus, dass eine nicht verschwindende 
Wurzel der Gleichung /(4) = 0 eine Doppelwurzel sei. Im übrigen werden 
die einzelnen Fälle nach der in $ 2 gegebenen Eintheilung behandelt. 


A. Mittelpunktsflächen. 


1. Flächen II. Ordnung mit einem einzigen Mittelpunkt (cfr. $ 2 
A 1)): sämmtliche 49 >0 (=1,2, 3). 

Durch Partialbruchzerlegung erhält man 

za) zu ı za 1 za) 1 F(p, u) 1 
(3 . a ee + 0 u. 
(39.) A() 40) Pen ', .A(M') 2 + AA") p EEE N. +P: F(p, p) 1 . 


wobei 





I (4) Br: KUHN), d'(W") Fon KH — 1), 
4) Sei a ET ae « 


Nach einem bekannten Theoreme (vgl. z. B. Hesse, dieses Journal Bd. 69 
S. 319) zerfällt Z(4®) in das Produet zweier linearer Ausdrücke U, und X,, 
von denen der eine in den «,, der andere in den x, linear ist. Ausserdem 
sind die X,, X, A;, X, den Wurzeln 4, A”, A" und 4’” entsprechende Aus- 
drücke, die die Gleichungen (cfr. (6.) bis (8.)): 

(39*,) = (uf («,) = 9 4 (k=1, 2,3) 
befriedigen. Hiernach ist 


Z(A) 78 U, X, U, X, U, X, U, X, 
a  atetemtr 
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wobei 
| _.2Q) 2.) za 
40* U X, u 4'0") , U,X, 2 a0.) . U,X, — I 0) : 
(40°) ee 
Pot 9 





Sind nun in den linearen Ausdrücken 


X, = ur tun, +ur, +ulr,. 
X, = u2 +% x, +u, 2, +uiz,. 
X, = u 5 +% ©,+u 2, +0 2, 
A, = pt, +pT: +pr, +Pı%4: 


wie überhaupt im Folgenden, die Coefficienten der z, in ihren Verhältnissen 
derart bestimmt, dass sie den Bedingungen genügen 
(41.) ou, u, m, w)=1 ou, u, u, uw)=l ovwW,w,,w.)=1, 
und führt man gleichzeitig die Substitutionen ein 
u. = uU, +u U,+u ,+p,U,;, b=1,2,3,#% 
so ergiebt sich aus (40.), wenn man beiderseits mit 4 multiplieirt und hier- 
auf A= ©» setzt: 
42.) wat tu; +u0, = VA, + UA; + U, X; +U,X;: 
ferner erhält man 
(43.) o(u, u) = U +U;+U;; 
denn da die X, @=1,2,3) in der Normalform angenommen sind (efr. (41.)), 
so werden durch die Substitutionen 
z = Io (u,), (=1,2,3, 4) 
auf Grund analoger Entwickelungen wie in den „Kegelsch.“ p. 88 u. 89, 
X,inU, «=ı2»9, A,in O 


übergehen. Infolge dessen erhält man aus (40.) die Zerlegung 


ER --- --38 ee. 
(66) au. wert 
worin 
Po TR IC) in (4) a) T(4'") 
(44 > U; ou IM) b) U; u I (A) u U 3 —n 4'(4'") 


Aus (44.) folgt wie oben für = oo thatsächlich die Relation (43.). 
Durch die Substitution 


u, = If(z) (=-1,23 3 
30* 
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gehen 

























® af s „rt . „tr . A 
mAX, U, mıA, UinA X, U,in FB») X, 
über (efr. Anm. 1, p. 86 der „Kegelsch.“). Man erhält hiernach aus (40.) 


sr CR): -- ME ee A — a 
as 209) — Fat Pier pn 
worin 
£) „f r’) C%) “tr u) ce") „rt ») ca") A 
( . un , = — . m — = —————— - 
1) A za an ee a ae 


Daraus folgt wie oben für A= »: 

fi, ©) = UN ++ X+zÄN. 
Durch die hier gegebenen Formeln sind die Werthe der X? (und nebenbei 
der U/) genau bestimmt, wie es die Transformation von f(x, x) in die Normal- 
form verlangt. Handelt es sich jedoch darum, das Transformationsproblem 


nicht vollständig zu lösen, sondern nur die Gleichungen der Hauptebenen 
resp. ihrer Normalencentra zu bestimmen, so sind die Gleichungen 
ZA)=0, ZU) 0, ZUAN)0 

vorzuziehen. Diese repräsentiren bei willkürlich fixirten x, und variablen 
a, die Gleichungen der Hauptaxenrichtungen, dagegen bei beliebig fixirten 
a, und variablen x, die Gleichungen der zugehörigen Hauptebenen. Grleich- 
zeitig ist durch das Zerfallen von Z(4®) in ein Product eine vortreffliche 
Controlle der Rechnung gegeben. 

2) Flächen II. Ordnung mit einer Mittelpunktsgeraden (efr. $ 2 A 2)) 
ur u Zee = 0. 

Da nunmehr 

Z, =N\, 


so liefert die Partialbruchzerlegung 


aD we 3 Ta Be 
(47.) 40) — 20) i_y + 40) ' 1." 77° 








worin = auf unendlich viele Arten in die Form U;X,+U,X, gebracht 


werden kann (vgl. über den Grund die analogen Entwickelungen beim 
Paraboloid in B. dieses Paragraphen); man hat demnach 


| za) _ UX, , UX%,  UX,+UX, 
CR) 0) Er A 
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W obei 


(49) U,X, = 


1.91 
I(#) 
Für =» erhält man wie bei (42.) die Relation 

42 + +0; tu, = UVA +U,X,+U,X;+U,A,. 


Setzt man x,= Iw'(u,), so ergiebt sich aus (47.): 


za) Fe 
Fr)’ U,X,+U,A, = 


u I) U =: vaE 

EM) 97°. aaa == Vak Ser 3 
worin 

(51.) ale; = Ye. Br u 


fir A=©o erhält man 
o(u, u) = Un +U;+U:. 


Substituirt man endlich «= If (x,), so ergiebt sich 


’ C() RES 

f . a EEE 1 I Te “ } 

(52.) 4) Ta? 

’ 1 Me BE a 
ee: Meg, = 


und daraus für A= x 
f(z, &) = WAT + X, +2N). 
Hier liefern wiederum Z(A)=0 und Z(#) = 0 die Gleichungen der beiden 
Hauptebenen resp. Hauptaxen (cfr. 1.). 
3) Fläche II. Ordnung mit einer Mittelpunktsebene (cfr. $2 A. ?)): 
!"=4"=-W’=0. Da nun Z,=0(0 und Z=0, so wird 


3 20) _ ZW) BEZ = 
(64.) Pe 2 a ie DE 
worin 
1. = U,X,+ U; A; +U,X, 
auf unendlich viele Arten, und 
ZA) _ xy. 
N. or UA; 
demnach 
zu) UX, , UX,+UKHUX, 


I 


(99.) IA) ” er + 
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Ferner ergiebt sich wie oben 


i ro) _ m Urt; 
(57.) 40) u. 2. 7 + ’ 





RE ARE 
(58.) U=-7a7' U+U;= 2,’ 


C(A) 2X: a, 





(59.) 0) == nr 3_gr +% 
nt Bi Ca ') \ ei C, 
(60.) 4 X; = Ta)’ X, — 2, . 


Speciell für A= x erhält man aus (55.), (57.) und (59.) 
+ + +ur, = UA, +UX,+U,X,+U,X,. 
o(u, u) = UÜ+U+U,;, 
f(x, &) = WXi+zÄ). 
Z(4) = liefert die Gleichung der Hauptebene resp. Hauptaxenrichtung (cfr. 1). 
4) It 7 =4"=4"=4"=0 und verschwinden sämmtliche «,, 


st A,=0, Z=0, Z,=0: f(z, x) =0 ist eine Doppelebene, die mit der 
unendlich fernen Ebene zusammenfällt: 


f®; €) nen 


S0 


B. Flächen ohne Mittelpunkt im Endlichen. 


1) Die Paraboloide (efr. $ 2, B. 1)). 

"= 4"=0, aber mindestens eine Subdeterminante III. Grades von 
> +(0,,%5030%,) von Null verschieden. Die den beiden nicht verschwinden- 
den Wurzeln 4 und A’ und der Wurzel 4’”=0 entsprechenden Hauptebenen 
resp. Hauptaxenrichtungen seien (bis auf einen constanten Factor) mit 
X, =0, X%,=0,X%,=p,=0 resp. U, =(0, U,=0, U, =0 (auf X, =0, = 0 
gelegen) bezeichnet (cfr. (39°.)). 

Aus der ge geht hervor 


6 Ze i ZA), ab h EEE. j Z, 2,4 ı—2o. IR 
W orin 
) ( ) == De GN) u U ER 1 (p, u) X, 
(62.) I (W) | U, XÄ,, (3) zn EN A, ng E*: wein 


und X,=0, &,=0 in der Normalform angenommen werden können. 
Man setze nun 


(63.) An A, = oU;,A,, 
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worin o einen noch verfügbaren Faetor bedeute. Nennt man U, =0 den 
im Endlichen gelegenen Schnittpunkt von A,=0, &,=0 mit der Fläche 
fxz,2)=0 und legt man ein Coordinatensystem zu Grunde, dessen Ecken 
durch ,=0(G=1,2,3), U,=0 und dessen Gegenseiten durch X, =0 (k=1, 
2,3), = p, = 0 dargestellt sind, so lässt sich durch passende Fixirung der 
Coeffieienten in X,=0 und U,=0 eine Identität herstellen von der Form 


tan +; +0 = VA AK, +U, A, +U,Ä,. 


f} 4 » 5 1 2) D ” . r D 
Durch Vergleichung der Coefficienten von ; auf beiden Seiten der Glei- 


chung (61.) folgt somit: 


0% ' r r : 7%‘ 
(63*.) ‚ m Ü 3 A Er , A4 


2 
/ 


Dadurch wird 


0) ZW _ UN, 


Ba a eh 
Ersetzt man die a, durch If (z,), so gehen nach dem System (39*.) 
U, in “A, U, in AA, U, in od A, U,in PD A, 


iiber und man erhält 


EEE EN XL 


ee 


ve REN. u 4 u 2 
(65.) CA) Br. 2: pi A, 4: ex, RR ze, Ä, 
’ Ah) 1—), AN / 

Multiplieirt man beiderseits mit 4° und setzt nachher 4 = (0), so ergiebt sich 
5m C , tAp we TA gan 
6.) —-——- = = —- —Z, mithin 0= — u! 
( ) 4, G + 4, { Y J, / 


Multiplieirt man dagegen mit 4 und setzt danach A= x, so folgt: 
(67.) f(z, ©) = AM +W —20A;X,. 
Krsetzt man in (64.) die x, durch 4w'(w,), so gehen 
X mU, L,inT, S,inUT, X,in O 
iiber; man erhält somit 
(68.) ra) _ U ı, ,d 


Ad a Pape ER 
ri ı 


I(h) PIENE Tue Dur Pe U] Zu zu 


*) Ohne geometrische Anschauung liesse sich diese Relation auch ableiten an der 
Hand der allgemeinen Theorie der Elementartheiler (Weierstrass 1868, Berl. Mon.-Ber.: 
(Gundelfinger in Hesses Raumgeometrie, Suppl. IV S. 498 u. ff.). Aehnliches gilt übrigens 
von den analogen hier auftretenden Fällen. 

**) Hierdurch ist, wenn die X, und somit auch U, dem Vorzeichen nach festgelegt 
sind, e dem Vorzeichen nach bestimmt. 
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und daraus für =»: 
ou, ua) = Ü+U;+U;. 
Ausserdem ergiebt sich aus (65.) resp. (68.): 


> „I r, Ü 4) 2 5) Ü ar Y r, Ü 
(69.) 4 A| 7 , / X} u. Fa ui A x: = e. 
eiR :_ T(A) ,_ IA”) _ı;F, 
0.) U, 3) , U; Ben u) U; ”R ey " 


Es erübrigt noch die Bestimmung von U, und A,. Durch Vergleichung 
der Coeffieienten der Contravariante 


(71.) TO) = PT,-2T,+MIT,-T, 
findet man 

_ Ei ö) . ; ' 2" ur 

(12.) „U+IU; = nr -T;; 


diesen Werth benutzt man bei der Berechnung von U,U, resp. U,. Zu dem 


r . . u 
Zweck geht man von der Contravariante (1) aus und findet 
Ak 


(73.) tF(u, u) = eK U5+H UN) +204 4 U,U,, 
mithin unter Berücksichtigung von (72.) 
2044 A "A. 
a) \ =o w dee A & r v -+ L) 
(74.) ie Sa U;U, = Flu, u)— iz (2 jr gr T, ); 


worin der Factor von U, bekannt ist; zur Berechung von A, erhält man 
auf analoge Art 

(75.) — 20. A, = CO +o’W+HAN)XT. 
Aus diesen beiden letzten Formeln lassen sich U, resp. A, auch ohne 
Division durch Einführung willkürlicher Parameter (analog „Kegelsch.“ 
$4 p. 35) bestimmen nach der Formel 


(76.) f@, 2), = (2f, Wu-f% W4.)4:> 
worin q, der bekannte Factor von f(x, x) und der Werth in der Klammer 
der gesuchte Factor ist bei beliebigen y,;, die so gewählt werden müssen, 
dass q,=0 (etwa so, das „=p=9%=0, y=1, resp. drei von den 
y, gleich Null, die vierte gleich Eins). 

sine elegantere Methode zur Berechnung von U, und A, mittelst 

Zwischenformen ergiebt sich auf folgende Weise. Man bildet 
GH U,A)UB;—-(U;,U,))A, = oU5Ä,, 
| resp. 


p ; ( U; A; + U, A,) A, um; U; (@ A, A,) Taıe ? U, A ; 


rs 
=] 
-] 
N 
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und erhält schliesslich 


2 I? 2 ( A] 17 17 n) N ) ’ r d 
(78.) e = U,;A, = 2F(p, u)[4,Z2,—4,2,)-(F(u, u) —A[4,1,—4,1,]) X, 
(79.) odA,U, = -TAlI,Z,— 4,2, X, + 2. F(p, w[4,0,—TA4,X]], 
oder 
a (2ZAAA;U, = A[l24,2,—4,2Z,]X,—4,C,F(p, w 
RR IR = 244,2,.X,—F(p, w)(4,0,+4,0)). 


Fixirt man in (78.) die u, willkürlich, so ergiebt X,—=( die Gleichung der 
Scheiteltangentialebene, die in dem speeciellen Falle von schiefwinkeligen Coor- 
dinaten mit der von Herrn Gundelfinger in den Nouv. Annales 1884 p. 7—18 
ohne Beweis mitgetheilten übereinstimmt. Ebenso werden (79.) und (80.) 
für beliebige Werthe der z;, (z.B. 2 =» =r2,=r,=1, in welchem Falle 
X,=1) die Gleichung des Scheitels liefern. 

2. Der parabolische Cylinder (vgl. $2 B 2)). 

Die Partialbruchzerlegung liefert in diesem Falle (4,=4=>0): 


EN BAER. VE Er Bir zZ 


(81. — . I = 
sl.) 40.) I, EP — Aha ’E ke 
(89 \ ii: 1 2) 1% ] Z, PS 2,—2,4, 
De: ii IN) U HN —4 
Auch hier ist wieder 

za) De 

I =-UX. 

AI(4) 
Ausserdem setze man 

2. re 

FL = 0 U,A,, 


wobei e einen noch zu bestimmenden Factor bedeute. 

Man lege nun durch die Scheitelgerade eine Tangentenebene A, = 0) 
an den parabolischen Cylinder und senkrecht zu X, = (0 sowohl wie A, = 0 
eine beliebige Ebene A,=0, so ist das Coordinatentetraeder bestimmt, 
wenn man noch A,=p,=0 hinzunimmt. Wird nun wiederum wie in B 1) 
durch passende Fixirung der Coeffieienten in X, =0, 4,=0, X\,=0 und 


Ü,=0 eine Identität von der Form 
(82°.) tan + tur, = VDA+U AU, A; + U, Ay 
hergestellt, so ergiebt sich schliesslich die Relation 
Z.4,.—Z > Zu ee u 
(83.) —. > Zu . — U, A, U 3 A,+ U + Ä, 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 
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und 


4) ZW _ _UX_00X , UXAUKHUX, 
A) a— rk j 


woraus für A= © thatsächlich die Identität (82°) resultirt. Durch die Sub- 
stitution =, = 1w'(w,) gehen 

AinU, %imUd, XK,inTÜ,, X,in 0 
über und (84.) in 


5 EI) ' A U:+U: 
wobei 
2Ka iz T(A') 2 RR l',d, a T, 13 E. 
(85 .) U,= N) ‚, U+U;= Wr a 4, u 
Nun ist aber 
tF(u, u) = —oeWU;, 
mithin 
2 . „) 5 az F bs 
(86.) U: = ee Bin ze u) 


Für A=x folgt aus (85.) 
o(u, u) = UÜ+U+U,. 
Durch die Substitution «= 4f'(x,) gehen 
U mnıAX, Uin0, UT, in -—oX, U,in -ol, 


über und die Partialbruchzerlegung liefert 





CA) __XX Ver . 
(87.) 70) "a tmrÄärtrz ca), 
ueiahiit f(z,2) = WX7-20X,;,ÄX,, 
wobei 
eo ae ee 
4 A, Fr a3)’ at X; = y j 
mithin 
\ 2 C, a 
(88.) 0 = -zR (bei beliebigen «;,). 
Ausserdem ist 
\ 0,4, C, 
(88".) —204,X, = - gm ng 


eine Relation zur Berechnung von A;,. Setzt man den Werth von e* in (86.) 
ein, so ergeben sich noch folgende Formeln für U3 resp. U}: 





ie CT,—tT1,X?F(u, u) 
ee) 
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oder auch 


EL a Ru 
(90.) U=-- 0, U= 


3) Die unendlich ferne Ebene bildet einen Theil der Fläche f(x, x) = 0 
(vgl. $2 B3)). In diesem Falle it ,=4,=4=(0, mithin ,=Z, =. 
Die Partialbruchzerlegung liefert 





0 uhr =-Zınız 
Ku AM) re 


Setzt man 
Z, = oU,Ä, (mit einem verfügbaren Factor o) 


und 
2; rn U, A,+U,X,+ U; A;+ U, A,, 
welch letzteres auf unendlich viele Arten möglich ist, so ergiebt sich 


Se Fr WERBEERERPE 
4(1) TE 1: Bi: j} (UA, +U,A,- 


und daraus für = x 
+++ = VA, + U, A, + U, A,-+-U,A,. 
Die Substitution =; = 40'(w,) liefert 


Ta) _ WV+U}+T} 
40) u 


Substituirt man «,=}f(z,), so erhält man 


(92.) +- U; A, + U, X,) 


+ 


(93.) 


fa 2 5 T2 72 
ou, u) = U, +U;+U;. 


| Ci) X? 20X,X EEE 
’QA N Mr) _QA,  EQA,A, > ge Yan 
(94.) 2)» u speciell f(z, 2) =-20A;Ä,, 
wobei 
oA, = —C 
mithin 
mr —Ü, 
(95.) "= 
und 


RK ie; 


Setzt.man den Werth von o° oben ein, so ergiebt sich 


(96.) U} = 


—— a) e 
| ä;= 3 


C. .t 4 e . 
(Fortsetzung folgt.) 














Ueber ein allgemeines aus Thetafunctionen 
von zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem 


und seine Verwendung in der Mechanik *). 
(Von Herrn Eugen Jahnke in Charlottenburg.) 


Bo F. Caspary ist durch den von ihm entdeckten Zusammenhang 
zwischen den T'hetafunctionen und den Elementen eines Orthogonalsystems **) 
zu einer neuen Methode geführt worden, Probleme der Mechanik zu be- 
handeln. Diese Methode, auf deren Bedeutung für die Rotationsprobleme zu- 
erst Herr Budde in seiner Mechanik (II, S. 968) hingewiesen hat, besteht darin, 
ausgehend von algebraischen Identitäten, unter Benutzung der quadratischen 
Transformation, die Elemente eines Orthogonalsystems, d. h. nach Herrn 
Caspary die neun Coeffieienten a,, (m, n=1,2,3) einer orthogonalen Sub- 


stitution mit der Determinante +1 und die sechs Differentialgrössen 


(1) 


durch die Thetafunetionen auszudrücken und mittelst der Differentialglei- 
chungen des mechanischen Problems die in diese Ausdrücke eingehenden 
beliebigen Funetionen und die in den T'hetafunetionen enthaltenen beliebigen 
Argumente passend zu bestimmen. 


| Pı — — (a,,da,,-+- 1/27 da;,—+ 4;, da;, ), { k,i=i1, . 3 ' 
2,3, 1 
| Pos A,,da,-+ a,.da,+a,da, 91, 


*) Diese Arbeit ist eine weitere Ausführung einer am 30. Juli 1896 von Herrn 
Fuchs der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vorgelegten Notiz. 

**) Sur une nouvelle methode d’exposition de la theorie des fonctions theta, et sur 
un theoreme elementaire relatif aux fonetions hyperelliptigques de premiere espece. 
CR. CXI, 225>—227, 1590. — Sur les relations qui lient les elements d’un systeme 
orthogonal aux fonctions theta et sigma d’un seul argument et aux fonctions elliptiques 
et sur une theorie elementaire de ces transcendantes, deduite desdites relations. Journ. 
de Math. (4.) VI, 367—404, 1890. — Sur une nouvelle maniere d’etablir les relations 
algebriques qui ont lieu entre les fonctions hyperelliptigues de premiere espece. Ann. 
de l’Ec. Norm. (3) X, 253—261, 1898. 
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Von seiner Methode hat Herr Caspary zwei Anwendungen gegeben, 
einmal auf das Problem der Drehung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt, wo er unmittelbar und genau diejenigen Formeln erhält, durch welche 
Jacobi, Lottner, Dumas, Hermite, Halphen, Darbouxz und Hess Specialfälle 
des Problems gelöst haben *); zweitens, unter Benutzung der 'T'hetafunetionen 


\ 


zweier Argumente, auf den H. Weberschen Fall**) der Bewegung eines 
festen Körpers in einer Flüssigkeit”**). 

Bei dem Versuche, den ich unternommen, in einem allgemeineren 
Falle dieses Problems, nämlich demjenigen, wo die von Herrn Weber über 
den Anfangszustand gemachte beschränkende Voraussetzung fortfällt, die neue 
Methode auf ihre Anwendbarkeit zu erproben, habe ich gefunden, dass man 
vermöge derselben in der That ein allgemeineres, aus 'T’hetafunetionen 
zweier Argumente gebildetes Orthogonalsystem der neun Coeffieienten und 
sechs Differentialgrössen aufstellen kann, welches ebenfalls bei passender 
Bestimmung der in ihm enthaltenen beliebigen Function und beliebigen Argu- 
mente jene Formeln liefert, durch die Herr F. Köttery) das Problem der 
Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit für den genannten Fall 
zum Abschluss gebracht hat. 

Neuerdings hat Herr F. Kötterfy) ein allgemeines Orthogonalsystem 
mitgetheilt, welches die Lösungen mehrerer Probleme der Mechanik als 

*) Sur une maniere d’exprimer, au moyen des fonctions theta d’un seul argument, 
les coefficients de trois systemes orthogonaux dont un est compose des deux autres. 
Ö.R. CVIL, 859—862, 1888. — Sur l’application des fonctions theta d’un seul argument 
aux problemes de la rotation. ©. R. CVII, 901—905, 957—938, 1888. — Sur les ex- 
ressions des angles d’Euler, de leurs fonctions trigonometriques et des neuf coefficients 
| 8 ) 5 | 
d’une substitution orthogonale au moyen des fonctions theta d’un seul argument. Bull. 
des sc. math. XIII, 89—111, 1889. — Sur une methode elementaire pour etablir les 
equations differentielles dont les fonetions theta forment les integrales. Ü.R. CXII, 
1120—1123, 1891. 

**) Anwendung der Thetafunctionen zweier Veränderlicher auf die Theorie der Be- 
wegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Math. Ann. Bd. XIV, S. 173—206. 

***) Sur deux systemes d’equations differentielles dont les fonetions hyperelliptiques 
de premiere espece forment les integrales. €. R. CXII, 1305—1308, 1591. 

T) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Dieses Journal 
Bd. CIX, S. 110, 111. 

TrT) Ueber eine Darstellung der Richtungscosinus zweier orthogonaler Coordinaten- 
systeme durch Thetafunetionen zweier Argumente, welche die Lösungen mehrerer Probleme 
der Mechanik als Specialfälle umfasst. Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1895, S. S09— 814. 
Vgl. auch dieses Journal Bd. CXVI, S. 213—246. 
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Specialfälle umfasst. Insbesondere lassen sich aus demselben der eben er- 
wähnte F. Köttersche und der W. Stekloffsche Fall der Bewegung eines 
starren Körpers in einer idealen Flüssigkeit*), sowie der durch Frau 
von Kowalevski aufgefundene integrable Fall des Rotationsproblems **) 
durch Speeialisiren herleiten. 

Die Casparysche Methode führt auch zu diesem System und liefert 
zugleich das Resultat, dass das allgemeine von Herrn F. Kötter entdeckte 
Orthogonalsystem durch Composition zweier identischer Orthogonalsysteme 
hervorgeht”**”). 

Im Folgenden werde ich zunächst das allgemeine F. Köfttersche 
System vermöge der Casparyschen Methode herleiten. Zu dem Zweck weise 
ich nach: es lässt sich der Begriff der Composition in dem Sinne erweitern, 
dass die Zusammensetzung eines orthogonalen Sechzehnersystems einerseits 
und der beiden zugehörigen Neunersysteme andererseits mit einem orthogo- 
nalen Neunersystem (E) wieder zu einem orthogonalen Neunersystem (A, 
führt. Bei dieser Entstehungsweise tritt ohne weiteres die Reeiproeitäts- 
beziehung zwischen den Systemen (A) und (E) hervor, derart dass auch 
das System (E) aus der Zusammensetzung desselben Sechzehnersystems einer- 
seits und seiner zugehörigen Neunersysteme andererseits mit dem System (A, 
entspringt. Werden in die hiermit gewonnene Darstellung der Elemente 
Ayus Pi; %, des Orthogonalsystems (A) das von Weierstrass und Herrn 
H. Weber entdeckte Neunersystem sowie das von Herrn Casparyf) und mir 
gefundene Sechzehnersystem der T'hetafunetionen von zwei Argumenten ein- 
ceführt, so ergiebt sich das allgemeine F. Köttersche System. 

Die Erkenntniss, dass letzteres System durch Composition zweier 


*) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Math. Ann. 
XLII, 273—274, 1595. Vgl. auch A. Ljapunoff, Ein neuer Fall, in welchem die Inte- 
grale der Differentialgleichungen der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit 
sich ergeben. Charkow Ges. IV, 851—85, 1893. 

**) Vgl. F. Kötter, Sur le cas de rotation d’un corps solide pesant autour d’un 
point fixe traite par Mme. Kowalevski. Acta math. XVII, 209—264. 

***) Dieser Theil der Einleitung ist der in den Sitzungsberichten der Berliner Aka- 
demie vom 30. Juli 1896 erschienenen Arbeit des Verfassers: Ueber ein allgemeines 
aus Thetafunctionen von zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem und seine Ver- 
wendung in der Mechanik, entlehnt (S. 1023— 1025). 


7) Zur Theorie der Thetafunctionen von zwei Argumenten. Dieses Journal 
Bd. XCIV, 8. 77. 
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identischer Orthogonalsysteme hervorgeht, ermöglicht sodann die Aufstellung 
eines noch allgemeineren Formelsystems, welches jenes als Speecialfall 
umfasst. 

In Verallgemeinerung meines T'heorems über eine neue Bildungs- 
weise von Neunersystemen zeige ich nämlich, dass sich vier orthogonale 
Sechzehnersysteme (die unter einander in einfacher Weise zusammenhängen‘ 
mit einem fünften orthogonalen Sechzehnersystem (H) wieder zu einem 
solchen (@) zusammensetzen lassen. Auf diesem Wege gelingt es, die 
Coefficienten g, (i,j = 1,2,3,4) eines Orthogonalsystems durch die T'heta- 
producte von vier Sechzehnersystemen und die Öoefficienten A, @,j = 1,2,3,4) 
eines beliebigen Orthogonalsystems auszudrücken. 

Zu den g, gehören nun noch zwölf Differentialgrössen, welche ich 
durch die Gleichungen 





| IP. = — (g,dg,,;+9,dg;+ 95;dg;; +9ud9,;,). it$itr+ \ 
(2.) 90, = 91dg,+92d92+95dg5+ 94d9,.). Sog : N 7 Er 
ı 9> gutga+9u+9% un Yatgat+gat ga | rd ice 


definire. Sie sind mit den Differentialgrössen p,, ®, (k=1,2,3) der beiden 


7 
dem System (@) zugehörigen Neunersysteme in bemerkenswerth einfacher 
Weise verknüpft. Da nun die Auswerthung der p,, e, im Vorhergehenden 
geleistet ist, so ergiebt sich die Darstellung der p,, o,, ohne weiteres. 

Zum Schluss leite ich ein System partieller Differentialgleichungen 
her, welches für das System (@) charakteristisch ist, und welches die von 
Ilerrn F. Kötter für sein System gegebenen partiellen Differentialgleichungen 
als Specialfall umfasst *). 


I. 


Die Composition eines Neunersystems aus einem Sechzehnersystem, dessen beiden zugehörigen 
Neunersystemen und einem beliebigen Neunersystem. 

Die neun Coefficienten «,,, 

und die sechs Differentialgrössen p,, e, (= 1,2,3) lassen sich, wie Herr 

Caspary nachgewiesen hat, identisch mit Hülfe von vier beliebigen Para- 


(m,n = 1,2,3) eines Orthogonalsystems 


*) Vor kurzem (vgl. C. R. CXXVI, 1013—1016, 1898) ist es mir, unter Anwendung 
derselben Methode, gelungen, das Problem der Rotation zweier mit einander verbundener 
Körper in dem von den Herren Wangerin (Ueber die Rotation mit einander verbundener 
Körper. Univers.-Schr. Halle 1889) und Volterra (vgl. u. a. Ann. di Mat. XXIV, 29—5>) 
behandelten Fall zum Abschluss zu bringen. 
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metern @,, @, a;, a, ausdrücken, wie folgt: 


f 


A = a44,—04;, 
3.) A(a,-tia,,) = | ats, Ala ,-ia;,) = ats, Aa, = —i(a,a,;+4;,a,), 
A(a,+ia,) = —i(a—a;), Ala,—ia,) = —i(a—a,), Ad = — (a,0,—a;a,), 
Ala,+ia;) = —2ia,a,, Ala,—ia,) = —2iaza,, Aa, = — (a,a,-+0;a,): 


| A(p+ip)= 2 (a,da,—a;da,), A(p,—-ip)= 2 (a,da,—a,da,), 
(Jı.) 3 Aldı tie) = —2 (a,da,—a,da,), Av, —iv) = —2 (a,da, —a,da,), 
| A(p+ 9%) = —2i(a,da; —a;da,), A(p— v;) = —2i(a,da, —a,da,). 
Wird hier 





(3.) a, = e,%,—60,, = e,047—60;,, = eh. — eh, 4, = a —e&ß; 


gesetzt und bezeichnen e,, @,, ß. (w=1,2,3,4) beliebige Parameter, so 
nimmt das System (J,.) die Form an: 


A = 088(0,9,;—4,P3)—&8 (0, 033) —e (nr Pr)+ ee (a 303 Ph), 
A(a,+tia,) = eo +m)+e&(a;+05)— 2e,e,(0,0,+ ;,0,), 
Aan+ia,) = — ile(; —o,)+e(e —0o;) —2e, e,(0,m,—0,0,)|, 
Alaz;+ia,) = —2ileio,o, +6,0,0; — &,&(0,0;+0,0,)]; 
Ala,—ia,) = sth) t+elhi tr) 2er let ßsßr): 
Alan-ia,) = - [ER-)+ER- Laer) 
A(a,z3—ia;) = —2ileP;P; +e&PıPß; . &e,(PrP3+ Pıßa)]; 

Aa;, = —i[e,e8(,d2+0,P,)—&:8; (0, + 5 P)—eı& (Pt P3)+ee, (a, Pi +a3ß; j? 
Aa, = — [e&( %»—0,P,)—&8; (0, 2 —;P)—eı & (Pi, P3)+ee, (Pr —03ß5)). 


Aa, = — [e,e,(,9;+0,P;) — 8; (0, 9, + P2)—e, (2 ;+0,P)+ee, (a, Ps+0;ß}) . 
und das System (J,.) die Form: 


A(pı+ip)= 2 [e&(uP)—&e(a,P)—e&lPı)+eele, Pı)+mPle,e)—a, Br(ee)—a,ßP,lere,)te, le: 
Ap-ip)= 2leesl,P)—-&8(e;P,)— el, P5)+ el; 3) Prlee)—;Plee)—a, lee) ta; Pe: | 
A(p+ v,) = -2ilee,(,B)—&6, (8; ,) ee P)+eel; BP) + lee); Blee)+a, Re. 
A(p— v3) = —2ile,e,(,,)—&,e;(a, B,)—ee&(le: 3) +ere,la B3)+0;Prleıe)—a lee) —n,Prlere)t 0 de 
Av, +iv,) = —2[ ei(,a)+ &(0,%)—e,e((a,0,)+(0,0;))+(0, 0, —0;03)(e,8;)], 
Ad, —ie)=—2[| &PBP)t+ EP) hDd+HBEß))+Pı—Prßs)(ese;)], 





+a, (6): 


Ha, 7,68 


ro ‚PB 8; J 


Ha, 7,(&86 | 
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wenn der Kürze halber 


(aß) = ud, —P,de,;, 
(0,0,) = a,de,—a,de,, 
(BB) = Bd —Prdß,, ae a 
(ee,) = e,de, — e.de, 


gesetzt Ist. 
Ich fasse jetzt die Grössen e,, e, e,, e, als die Parameter eines 
Orthogonalsystems mit den Coefficienten e,, (m,n =1,2,3) und den Diffe- 
rentialgrössen p,(e), v,(e) (k=1,2,3), und die Grössen &,, &, %, 04: Ph, 
Pa Ps, Pr als die Parameter eines Orthogonalsy stems mit den Üoeffiecienten 
‚@%j= 1,2, 3,4) und den Differentialgrössen p,, ev, (r,s= 1, 2,3, 4) (deren 
Dad aus (2.) zu entnehmen ist) auf. Die ee der Elemente 
des ersteren Systems aus seinen Parametern geht aus (.J 
wenn A, Gun, Pı> 5 Q 


und (J,.) hervor, 
„ bezw. durch E, e,., pı(e), v,(e); e 


B+y 
ersetzt werden. 
Die Coefficienten des zwäiten Systems en sich, nach den Untersuchungen 
von Herrn Caspary, identisch durch die acht Parameter «,, ?,, wie folgt, 
ausdrücken: 


[Pi 





u.ä ) 6. . “ „ * ‘u 
2. =- 0, 9,+ 0,9203 [337 04a 2c., = —t 0,9, +02 2 — 0; 9; -0,/33), 
)r En 2 ) a ) En Bo IN m u j4 I Bi B:4 IN 
2022 — 40,9, 702/92 T743[93; 704/93), 2 — 7 (4,9, 70%[92703 9; 7084/94), 
Pr .) } En . .) l ) IN 
23 = ia, + Pı+0; +0; P3), 23 = — (4, + P,—0; Pr —04P3), 
I: 7} ug ) .) Da ER .s ) ) . IN 
(23 
Bee, ?c., = —ila,ßr- 9,40: 9, } I. = .. B.+-0.ß.— 0: B.—0.: 
(zz; = "U, ra PT Pı TOP), al; — 1/93 7032/94703 9,704 [925 
. a M) a mg. “ ) )n AR ./ . ) “u 
PR —— (a,ß; 094 + 03, —04 Pa), al — —t 0, [93 02 [947 U I), Ta [?a, 
N pP ef I +) I \ 
&z = PrtPstasprte T ver Re 2; = — 1(0, 9410293 —03, I,—0, 1, “ 
fa AR . / | / x Mi a Mu > .) ) 


Aus diesem Sechzehnersystem fliessen für ?=« bezw. «=? zwei ortho- 
gonale Neunersysteme, welche ich als zu jenem zugehörig bezeichnet habe*). 
Die Elemente derselben mögen a,,, p,(@), e,(e) bezw. b,.. pP), u(? 


Be A\IT, 


(m,a=1,2,3;h=1,2,3) heissen. Ihre Ausdrücke in den Parametern 
Cy Gy, Or, 04 bezw. PP, Par Ps, Pı ergeben sich übrigens auch aus (J,.) und 
(Jı.), wenn daselbst A, a,., Pı, d,; a, durch N, a,., P,(e), v,(e); @, bezw. 
2% Pı(P), 2); P,„ ersetzt worden. 


r) Vol. - Arbeit des Verfassers: Ueber einen Zusammenhang zwischen den Ele- 
menten von Orthogonalsystemen. Dieses Journal Bd. 118, S. 225. 


Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 32 
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Was die Darstellung der Differentialgrössen p,,, v,, jenes orthogonalen 
Sechzehnersystems vermittelst der « und f anbetrifft, so besteht, wie ich vor 
Kurzem an dieser Stelle gezeigt habe *), folgender einfache Zusammenhang: 


2pu= Pıle)+Ppı(P), 22, = vlo)+V(P), 
2pa= Pld+Pd,  20n= vlW)+o(h), 
2Ps4 ps(@)+Pps(P), 22,= 9%(a)+%(P), 


2Pa = —Pı(a)+Ppı(P), 20, = —v,(e) +1), 
2Psı = —Pp:(a)+Pp:(P), 20; = —v,(a)+9;(P), 
2p» = —Ps(e)+Ps(P), 20. = —v%(e)+v;(P). 
Die Einführung der soeben definirten vier Orthogonalsysteme der 


Cys Pros 93 Amns Pr), Ola); Dans PulP nl); Enns Pu(e), v(e) giebt dem 
obigen Orthogonalsystem der a,,, p,, ®, folgende definitive Form **): 


A(a,,-Fia,,) zu UE[(eı+tie,)aı+(estien)d.+(estien)d;;], 
A(a,-+iG;,) = AE[(eı+ie,)a + (&ı2tien)aa+ (es; ties)Qz], 
A(a,-+ia;;) = UE[(e.+ie,)a + (es+tien)aa+ (es; +ie,)Q;z,| 
| 


Ala,—ia,) = BE[(e,—ie,)d+(en—ien)d.+(e3—ie;)d,; 
Ala,—ia,) = BE[(e,-ie,)b1+(e,.—ie»)da+(e3; —ie;)b5; |, 
Ala;3—ia,) = BEI(e,-ie,)b;, +(e2-ie,)b,+(e3— ie) B;; |, 

Aa; = Efleztuteztot est; ia), 

Aa, = Elez,th+epta+ &303 ic), 

Aa, = Efleztz+ E31 + ey 03 — 04), 

A = iEl(eztut+ e3Co+ Est ty); 

Apı= ElilesyYıt e2Yıot es Ya —iyua)+ PilOtutPprle)tatps(e)ts—ivz(e)c.) 
Ap= Elilesyat e2ya+e3Y3—iy)+ PilOtatp.(e)ta+ps(e)ts —iv;(e)ca) 
Ap= Elile,yYst+e&2Y+ 637 —8Y4)+ Pıle)ta+tPpr(le)ta+ps(e)s—iv;(e)&. 
Av; = E[—(enYat eat 378174) Hip (en + Pr(e)a+Pp3(e)a—iorle) ca); 
A(v,+iv,) = UE[—(eutiez)pı(@)—(ertier)ple)—(estiez)pl@)+Vle)+ ide), 
A(dı—iv;) = BE[—(e1—ie)pı(P)—(e.—ier)p(PM)—(es—ies)ps(A)+ole)—iv.(e)) 
Hierbei bedeuten die y, (ij =1,2,3,4) die Üoeffieienten eines Systems, 


| 
\ 


l 


(J2) 





% 
4 


a * 
. 
um 
N 


l 








*) 2.2.0. 8.228. **) Vgl. C. R. CXXVI, 1014; 1898. 
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das aus (J,.) hervorgeht, wenn die Producte «,?, durch 


(0,P,) == 0,dß,;—P, de, (i, k 1, 2,3, 4) 
ersetzt werden. 


Das in (J.) und (J‘.) aufgestellte Orthogonalsystem zeigt die Eigen- 
schaft einer vollständigen Reeiprocität zwischen den Elementen a,,, Pı, ®, 
einerseits und den Elementen e,,, p,(e), ®,(e) andererseits. In der That 
erhält man aus (J.) und (J'.) das folgende System: 

UE(e,-+tie,) = A|(a.,+ia,)aı+ (a, +ia»)Q, +(a3+ia,)Q;.|, 

UE (e,-+ie;.) — Alla, +tia,)a.+ (a, +tiay)au» + (a; + ay)Q;.]|, 

UE(e,;,+ie,) un A|(a,+ia,)a;+ (d,+ia,)dy;+ (a1; Hia,)A3], 

BE(e,-ie,) = A|(a.,-ia,)bı+(la,—ta,)b, + (a; —ia;)b;.|, 
A| 


\ 
DBE(e,—ie,) zZ (a, —ia,)d2+ (a, —ia,)0.+ (a; —1q;;) b;, |, 
Je) DE(e,—ie,) = A ((a,: —i4,,)d5;+(a,2 —ia,)b3+ (a3 —ia,)D;; |, 





SEe,, u AlazCı t+Q32C4 + A313, — ich), 
SEe, = A (a; C+ A436. + Az; —ila), 
SEe,„ = A (a;, Cat 43203 + 4313 — ia), 

GE = iA (G;, Ca + 4320244 G33 034 —i(,,) j 


GSEp,(e) = A(pıtutP3Ca +P3C5 — 0564) 

—ißE (e,digl—e;P: +e3P +ipu), 
BEp;(e) = Alpıtıa+ Pat + Pp3Ca — 0%; 042) 

-ißE (&,P2 +tezdligl—e;3Pp3 -+ipa), 


GEp;(e) = A(pıts+ Pets + Ppst3 — 10505) 
Mi —iGE(- e,P;, Te32P% + e3dlgC-+ip;,), 
(Je) —i6Ev;(e) = AlpıtatPprtat Ps —00:C4) 


—ißE (&ıPı4 +e3Pa4 + e3P3 +idlgC), 


AE(v,(e)+iv,(e)) = Aldıtie,)+UE[(e1+ie,)pı(e) 
+(e.+ie2)p.(a@) +(es+ties)p;(e)], 
BE(p,(e)-iv,(e)) = Ad, —iv;)+ BE[(e,—ie,)pı(P) 
+ (e&2—iey)pe(P)-+ (es—ies)ps(P)], 
wobei ausser den Beziehungen (J;.) noch die folgenden benutzt worden sind: 
=, 





32* 








(4. 
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+ + + + 
ru Ci = (5 digC, z’r (2 = SP, <y (3 > —6p;,, Zr Cj4 1 (5 Pu: 


4 4 4 4 
SYatı = —Ö Pı>;, Zr" p= € dig C, Zr. (3= Sp, ir. („= Sp 4 
— bez be] 


k=1 


4 4 4 4 
n Yızlı = Bps, /n (2= BP, Er (3 = Sdig C, rn =6 Pa, 
22 Sn = = 





4 4 4 4 
Ya = —B9u; <Yıalı = — 894; —Yıalıa = —6 Ps <Yuta =6 digC, 
== kei 1 —1 


» 


Zur Abkürzung ist noch 


gesetzt. 
Il. 
Das F. Köttersche Orthogonalsystem. 

Bezeichnen x,, y, =1,2) beliebige Argumente und A, 4A, be- 
liebige Funetionen derselben, so wähle ich für die zwei Quadrupel von 
Parametern «,, P, (w«=1,2, 3,4) je dasselbe @öpelsche System von Theta- 
funetionen mit verschiedenen Argumenten *): 

= A, (zı+Y, 2%+9%2), pP, .— A,6, (2, —Yı, %—Y), 

“= A, + Yı, 2. + Yr), P3 = 44,8, —Yı, 2, —Yı), 

0 = A,0, (+, Ct Y»), P3 = A,6, (2, —Yı, %,— Yo), 

= A,0,(2,+9Yı, %,+9Ys), P; = A,0,(8, —Yı, %—Yı), 
wobei die 'T'hetafunetionen in der Weierstrassschen Bezeichnung geschrieben 
sind und die Funetionen 9 von den Moduln 27,,, 27,,, 27, abhängen. Dann 
seht das System (J;.), unter Benutzung der Formeln für die quadratische 
Transformation der Thetafunetionen von zwei Argumenten, über in*): 
2u= AA: (2, 0); (Yu Yo)ı 2, = 1A, AA, 22) Fly Yo), 
22 = —iA, A,I:(2,, 2,)92(Yı, Y:), 2a» = — AA, (21, C;) 3, (Yı, Y.), 
20; = iA, Ad (2, 2) (Yı, Y2)) 23 = — A, A: (2, 2) (Yu 9a), 
2a >= A, A; In (1, 2)I9n(Yı, Y.), 24 = —iA, 4:9, (2, %,)4 (Yı, Y.), 


\ 


2, = AA AH, (2,0) Yoyıl) Zus ArA2s% (2, 22)4 (Yı, Yo), 
2. = — A As (2, 2) In (Yyı, Yıl, Ze = iA, Aral, Ce)IalYyı, Yo), 
2, = — AAIsa, m )IalYyı Yo) 2 = iA, Aal, 2)FalYyı, Yo), 
204, = iA, AI; (2, 22) Fr (Yı, Yo), 2ıu= AA Iulıı, 2) Fly, Yo). 


. Caspary, dieses Journal Bd. 94, S. 76. 
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Dureh Speeialisiren fliessen hieraus die Ausdrücke für die a,,, D,„ in den 
Thetafunetionen. Bezeichnet man die Nullwerthe von 9, und #3,; mit e, 
und e,,; und beachtet, dass die Constanten c,;, C;, €, Ca4, Cug, ©» Verschwinden, 
so erhält man: 
2a, = AI (U +Y, + Y:), Dh, = 565,4 (U Y, Yo), 
2U a, = iA, Cal + Yı, %. + Y>), Bd, = -iA;C, Hr lUı —-Y, 22 Yo), 
2a; = iA cu Fl tYı, Ct Yo), Id, = ti Acc Far laı Yr La Yo), 


24a; = BA CF + Yı, 22 Yo), db, = it ArcyIalEı —Y Dr—Yp), 


2A an = — Aıc % (2 tY, 2: +92), Rh, = — Aa, (U —Yn Yo), 
2a, = — Al d (2, +Y, 2+ Yo), 2db, = — A I, (m —Yı, Ya), 
Ua; = —iAic; 9, (2, +Y, 2:+ Yo), 2Bh, = ide, I, (Ei Y5 Yo), 
2A. = — Acad (+ Yı, TC, + Y), 26, = — ArcsdalEı—Yy Cr—Yo), 
240; = — ArcaIs(ı + Yı, %,-+ Yo), 2D Id, = — A,cy3Ia (le Yu, TaYr), 
2A = A, Cu alaı + Yı, Ct Yo), DD = AzcaIıalCı Yun Dr— Yo). 
Wird jetzt noch 
er 
und der Kürze halber i 
(U. %) = I(u) 


gesetzt, so liefert das System (J.) folgende Verknüpfung der 'Thetafunetionen 
von zwei Argumenten mit den neun Coefficienten eines Orthogonalsystems: 
Ala,tia,)= F*[ (e,tie,)e, I (etY)—ile.tien)c2.I.(2+Y) 
— ie; tie) cn Inc + Y)|. 
A(a,+ia,) = —F* [i(e, tie.) caIa(zHtYy)+ (eu tien)ec, I, (e+Y) 
+ (e3;, tie,)e 4, (e+Y)|, 
A(a,tia,) = —F* [ie +tie,)c, I, (etY)+ (er. tier) Ile +tY) 
| + (e; tie,) 39, (eH+tY) |, 
Aa;, == 63; (x) I; (y)—ie;4.(®) Fly) —iez tl T) Fly —iF (X) Inly), 
Ad;, a —ie, 4) Iuly)— eu (€) v7 (y)— E33 vz (€) F, (y)— Y, (7) v7 \Y ), 
Aa;;, = —ie, 4, (X) v7 (y)— ©32 Il) Iuly)— ©33 F3(®) F3(y je F;| *) F (Y), 





A - ie, 0; (€) I; (y)+ e32 c leg) E33 F,(®) 3,(y) Tr Fl L) F.y ). 
Die hierzu gehörigen sechs Differentialgrössen des Orthogonalsystems 
ergeben sich aus (J'.). Um ihre explieite Darstellung in den T'hetafunctionen 
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zu gewinnen, sind zunächst die y, (i,j =1, 2, 3,4) durch die T'hetafunctionen 
auszudrücken. 

Ich führe die Rechnung für y,, durch. Nach einer Bemerkung auf 
S. 240 gehen die Coefficienten y, aus den c, hervor, wenn die Producte 
o;P, durch «,df,—P,de, ersetzt werden. Demnach ist 


2y. = nd, +0dP,+ 0,d; + 0,dP,— ,de, — ,de,— ,da, —,da,. 
Jetzt werde 
x,+y,=8,, TI,—y,=Ns5 


also [=1,2 
&,+n &,—N, 
T,= > y,= er 
und zur Abkürzung 
OF (u,, u. + 2 u) _ _98K(u) 
(u, u) = Fu), et ) do dv; ah - do 


U, 


gesetzt, dann giebt die erste Gleichung des Systems (5.) 
++ th, = ET. 
Durch Differentiation nach 5 und n erhält man die beiden Formeln: 
2 (Bde, +B.de,+ da, + Ada) = ,4:|9(27)9(°%”) 
19, G=3r Kan >" )]as+29, Et 2), ( A. dA.. 
2(a,dß,+m,dßr+mydßs+0,dß,) = A,4,[9.(°>7)3: (er 


9, ( r N) am )]an+29; ) 9,.(227) A.dA,, 


deren Subtraetion zu 


2 = AIDA ay+ EE) de--dlgF] 





führt. 
In ähnlicher Weise lassen sich die übrigen Coefficienten berechnen. 
Wird noch 


5) m II ER tag] wo-annnH 


gesetzt und m, (A=0,1,2,3,4,5) für die entsprechenden Ausdrücke ein- 
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- 


reführt, so erhält man: 

2y1= —AAım, 2%, =iA, Ama, 29, = iA, Am, 24 = —A,A,m,, 
2y2»= iA, Am, = ArAım, Ya = Arm Ya TA, Ama. 
A, Amy, 2y3= Adım, 23 = A,Aıma, 293 = iA,A,my, 
2y3= Ar Ama, 2a = iA, Am, 293 = 1A, Am, Y4= —Ar Ama). 


S 


(4) 


RD 
> 
7” 
I 





Durch Speeialisiren fliessen hieraus die Ausdrücke für die p,(e), p,(P) 
(k=1,2,3) in den Thetafunctionen: 
Apıle) = —-A % (z+Yy), Bar) Ag (2—y), 
Ap.(e)= 1Acudulcty), BplP)= 1 AcyIulr—y), 
Uple)= iAcadaulcty), BprlP)= 1Ac,Ia(e—yY), 
wenn man 
a 09,52... &,) , 1 oOd.,;(&. 2.) \ 
(8.) es > ( Zu ( — 92) )._d@: +9; )T ( n ) ) di T; +Y,) 


Or, \ # z /xı= { 


2,0) r { 


(ee. 30 1.23 
und ec, (A=1,3) für die entsprechenden Ausdrücke setzt. 
Hiernach findet man aus (J'.) für die zum System (I.) gehörigen 
Differentialgrössen die folgende Darstellung: 





Apı = -ie,m;, — eyMa— Cy3Mı— Mn»+P,(e), 
Ap = — &,Mm,+ie,m, +ie;m, +im, +2; (e), 
Ap = — em, tie; mt ie; m»; + im ;+P; (e), 
(.) Av, = EM; — TE My — le; Ms; — iM, + V,(e), 
Ad, tiv) = F*[(e, tie.) H(atYy)—ile, tien)auIu4(eH+Y) 
— ie; tie,)eaIule ty) +lo,(e) tiv;(e))euIu(cH+y)), 
wo 
D,(e) = pı(e)I; (2) 9; Yy)—ip:le)I(la)I(y) -ipzee) Ina) Aly, 
— 10, (e) In (a) In (y). 
p.(e) = ip (le) Il) Iuly)— Pr(e)I, (29 (y)— pr(e)I, (2) 9, (y) 
— %(e)F, (2)4, (y), 
Pe) = —ipı(e)I, (2), (y)— Pele)IslE) Il y)— Prle)I5(E) I (y) 
— %(le)I;(r)I;(Yy), 
d,(e) = ipıle) (2); (y)+ pe) Il) Iuly)+ p(e)I,(E) I, (y) 


+ (e)I.(2)44(Yy) 


*) Dieses System ist inzwischen der Ausgangspunkt für meine Untersuchungen über 
die nten Ableitungen der Thetafunctionen von zwei Argumenten geworden. Vgl. Systemes 
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gesetzt ist. In den Ausdrücken für e,+tiv,, c,; ist gleichzeitig das obere 
oder das untere Zeichen zu nehmen, 

Das in (l.) und (II) aufgestellte Orthogonalsystem ist, abgesehen 
von der Bezeichnung, dasjenige, welches Herr F. Kötter als Lösung für 
mehrere Probleme der Mechanik entdeckt hat. In dem Kötterschen System 
tragen zwar die 'T'hetafunctionen allgemeine, in dem hier gegebenen speeielle 
Indiees. Dadurch wird aber die Allgemeinheit des letzteren in keiner 
Weise gemindert. Man überzeugt sich sofort, dass sämmtliche sechzehn 
T'hetafunetionen in dasselbe eingehen, das System (I.), (II.) ist daher schon 
das allgemeine. 

Die bereits von Herrn F. Kötter hervorgehobene Eigenschaft seines 
Systems, dass zwischen den Coefficienten «a, einerseits und den Coeffieienten 
€. andererseits vollständige Reeiprocität besteht, ist keine charakteristische. 
Sie kommt, wie ich im ersten Abschnitt nachgewiesen habe, einem viel 
allgemeineren System, dem System (J.) zu. Daselbst ist auch gezeigt. 
dass sich die Reciproeität noch weiter erstreckt, nämlich auf die Differential- 
grössen p,, ®, einerseits und p,(e), v,(e) (k=1,2,3) andererseits. 


Die Composition eines Sechzehnersystems aus fünf Sechzehnersystemen. 


Versteht man unter einem componirten System ein solches, dessen 
Elemente g, aus den Elementen a,, b,, so zusammengesetzt sind, dass 


gu. a,b,+ A,,b,+4,b;,+ a,b;;, w-133%) 


und bezeichnen C,, C;, G;, C, beliebige Parameter, so habe ich gefunden, 
dass sich aus den beiden identischen Orthogonalsystemen 


G, — (6, G; GC, C G; — (6; GC; 

j C; m C a — 6; C C; C 
(C. 2 1 4 3 (© ,) 1 4 3 
— 6; C; C C; G; —C, G G; 

C, C; G; vi; C, C, G; G; a; C 








ein allgemeines orthogonales Neunersystem componiren lässt. 


orthogonaux pour les derivees etc. Ü. R. CXXV, 486—489; 1897, und Expressions 
des derivees des fonctions theta ete. 0. R. CXXVI 1083 —1085; 1898. 





Jahnke, Orthogonalsystem aus Thetafunclionen und Verwendung desselben. 





247 


Im Besonderen ergiebt sich das System (I.) und demnach auch das 
Köttersche System durch Composition jener beiden identischen Orthogonal- 
systeme, wenn, in hücksicht auf (3.), 


Cı 
C; 
G; 
C; 


(9.) 





gesetzt wird. 


Ich ersetze jetzt das 


(E.) 





wo auch die C,. 6, &;, &, 
Uomposition der Systeme 


> - 
eb —&[r-+ EP: , 


ur N 


> J J 


e=V—l1 


of ) m) 
—t(e, 0, 6,0, — 63/347 64/3 P 


| .) ) 
6,0, — 6,0%, 7 63/34 €, [33 


System (C'.) durch das folgende 


Ü; h bh C; 
—-bı C; C; C; 
an u C; Ü 
C; C; . u; 


beliebige Parameter bedeuten. Dann liefert die 


(C.) und (@.), wie Herr Caspary*) gefunden 


hat, ein allgemeines orthogonales Sechzehnersystem mit den Üoefficienten 


9; d,j=1,2, 3,4). 
Werden hier den C, 


(u=1,2,3,4) die in (9.) angegebenen Werthe 


und den c, die entsprechenden Werthe 


(9*.) 





fıY4-hY3-fs0: + fd), ) 
if a -hy+hbId-frdı). 
if p—-Rkrı-hbIıtfıd;), 

hr kyı tk a—frd; 


beigelegt, wo die f,, %., 0, wieder beliebige Parameter bezeichnen, so er- 
hält man die Coefficienten g,, ausgedrückt durch die Parameter «,, 9, Yu> 0: 


eu; fu: FEntsprechend dem 


im ersten Abschnitt ausgeführten Gedankengange 


fasse ich hier, unter Benutzung der in (J..) und (J;.) gegebenen Darstellung, 
die Grössen e,, f, als die Parameter eines Orthogonalsystems mit den Coef- 





*) Vgl. dieses Journal Bd. 





Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 


94, S. 75 und System (J,.) dieser Arbeit. 


33 


































(8) 


p.(9), v,(d) auf. 
gonalsystems in folgender Form: 


It g:: — 


Yet 192 
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ficienten A, (,j=1,2,3,4) und den Differentialgrössen p,(e), ®v,(e); pı(f), v,(f) 
(k=1,2,3) und die Grössen «,, 245 Pas O5 Pas Yu %us 9, als die Para- 
meter von vier Orthogonalsystemen mit den Coeffieienten bezw. a,, b,, 
C;,; Dd, und den Differentialgrössen p,(e), v,(@); p(P) (PA); Pı(Y), %uY); 


Alsdann ergeben sich die Elemente des componirten Ortho- 


954+ 193 = 


9uat 1924 = 


u—igz 
912 —192 
913 — 893 
Yıa— 19a 


I 


er 
I rtdu = 


9249 
93+ 1935 


I 


( 


Gt lg = 


Is ta 
92792 
933 — 193; 


Ia194 = 





— 
— 


2pua 
2pa 
2pa 
2Pp:: 
2p3: 
2Pp» = —p;(C)+ps(k), 20. = —B%;(C)+v;(E). 


(hıtihr)ant (Aatikr)ayt (Arzt ih) t(hatihr)gu; 
(Ahıteh,)aıt+t (Aatihr)ae+ (Rt th)ast+t (hat ihr)de, 
(hıtihr,)a, + (Aoatihr)dyg+ (Aıztihz)Qz;+ (Rat ihr) za, 
(Aıtihr)aut (Artihs)ae+ (hs tihz)tgt+ (Aatihr) Qu, 
(hn—ihr)dı+(ho—ihr) do + (h3—ih)di5+ (Rah) dur. 
(Aı-th,)b.,+ (Ar— ih) 02 + (Az—thr) 3, + (Az — ehr) Dar. 
(Aı—ih)bz, + (hoa— ihr) dz,+ (Rz —Ühz) 5; + (ha —Ühr) Dar, 
(Aı—ihr) Du + (Aoa—ilr) Dg+ (Rz—El5) 0; + (hrs ihr) du, 
(hztihr)eı + Ra tihp)c + ha til); + (A, tühr)la; 
(Azıtihu)eı + Rz + ihr) co + (hat ha); + (Ast ihr) Ca, 
(Aztihu)ı + (Aa th) + (Aattha)ig + (hattihu)i. 
(ha töhu)cu + (ha til) + (Aa tiha) + (Mat ihr), 
(Az ihr )dıı + (Aa —Ül) dat (Az —Ürz)dıs + (haa— Ehzr)dıa, 
(Aı—ihu)ds + (Aza— il) doo+ (Az —Ülz)da5+ (Aza— ühzrr) dor, 
(Az ih) dzı + (Azs— ühzp)dza+ (Az —Ühzz)d33+ (Mar —Ülur) da, 
(Azı —Ühz)dat (Aa —ÜRz2) dan + (As El) d45+ (has ehr) da, 
= Pple)+p(e), Zru= vHileo)+to (ke), 
= Ple)+p(), 2, = WlC)+Y(K), 
= piec)+pet), 20,= B(lC)+V;(E), 
=—-p(eo)+pı(i), 20%, = —v(C)+PVi(e), 
= -m(C)+p:(l), 20% = —n(C)+V;(t), 


Die Darstellung der Elemente p,(c), e®,(c) ist in (J’.) gegeben; die der 
p,(£), v,(c) fliesst aus (J'.), wenn daselbst die e durch die f und die «, 
durch die y, d ersetzt werden. 
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Auch das in (3.) und (3.) aufgestellte System besitzt die schon an 
(J.) und (J'.) hervorgehobene Eigenschaft einer vollständigen Reeiproeität 
erstens zwischen den Üoeffiecienten g, einerseits und den Coefficienten A, 
andererseits; zweitens, wie aus (J‘.) zu ersehen ist, zwischen den Differen- 
tialgrössen p,(C), ®,(C) bezw. p,(£), v,(c) einerseits und den Differential- 
srössen p,(e), e,(e) bezw. p,(f), v,(f) andererseits. 


IV. 
Das neue orthogonale Sechzehnersystem für die Thetafunetionen von zwei Argumenten. 

Um aus den Systemen (%3.) und (%.) Verknüpfungen der T'heta- 
funetionen von zwei Argumenten mit den 28 Elementen eines Orthogonal- 
systems zu erlangen*), wähle ich für die vier Quadrupel von Parametern 
Cu Bus Yus Iu (u= 1,2,3,4) je dasselbe Göpelsche System von Theta- 
funetionen mit verschiedenen Argumenten: 

0, = 4,6, (w, +2, w+2), Pı = 4:9, (wa, W—%;), 
,= A,0u(wı tz, w.+ %;), P. = AI (Wwı —C, W—L;), 

— A.9, (w. ‘N 9. = A.9. (w.—: RE 
GG = 49, (ww +r%, WH+R) Ps >= AI, (WW, —-T, W%—L;), 


a, == A,0,(w, +, w,+ X), A, = A,6d,(w, —r,. W,—T,), 


= A;6, (Yı +3, 9% +2), Ö, — A,6, (Yı 31, Yı —23), 


NS 
Iw 


\ (7 in f PR pe \ 

= 4;6,,(yı +2, Y: +2,), d, — A,6,, Yı = Y: 2.2), 
\ \ rc \ 

= 4,6, (Yı +2; Yı 7%), 0; = 4,0, (Yı 2, Yı), 


P) 


x 


Y= Ads(yı +3, +2) = Ahdalyı —2, 92 —22), 


-, 


wo w,, &,, Y9,, 3, W=1,2) beliebige Argumente, A, A, A, A, beliebige 
Functionen derselben bezeichnen. Alsdann liefert das System (3.), unter 


Anwendung der Formeln (5.), die sechzehn Coeffieienten eines Orthogonal- 
systems in folgender Form**): 


*) Vgl. des Verfassers Arbeit: „Ueber ein allgemeines aus Thetafunctionen von 
zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem und seine Verwendung in der Mechanik“. 
Sitzungsber. der Berl. Akad. 1896, S. 1023—1030. 

**) Das in den Berl. Ber. S. 1026 mitgetheilte System geht aus dem hier gegebenen 
hervor, wenn man auf die Thetafunctionen eine Henochsche Substitution anwendet. 


33" 
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| gutig: = (huıtökn)g —i(htihe) gr —ilhztih)got+ (Ratihs)ge, 
at ige = —Ühıtiher)gu— (Arrtihe)g — (Aıstiha)ge -ilhatihz)g,, 
I+193 = —ilhıtihr)gs — (hotihe)go— (hıstihr)gs—ilhutihr)gs, 
Iatiga=  (hutihr)g -ilhrtihe)ga—ilhstiha)gat (hatihar)gu, 
Iua—ign = (humihr,)r, ahnt) —ilhz—ihz)rut+ (ha—tiha)rın. 
Ie—ige = —Ühn—ihy)ra— (ha—ihe)r, — (As—ihz)r, —ilha-iha)ri. 
I93— ig; = —ilhn—thz)r — (he—ihe)ra— (Ash) —ilha—tiha)rı: 
ai (Amir) -ilhs—ihe)ra—tlhz—tha)rat+ (hAa—iha)ru: 
Gtigun= (atihu)ss -ihattihe)se—lhgtihz)sot+ (hatiha)se. 
Iatige = —Ülhztihur)sa — (hatihp)s, — (Aatihsz)s -ilhatihu)sı, 
G3+i95 = ihn tihr)ss — (hatihe)se— (Aatihz)sa3 —ilhztihu)sı, 
IGatrigu =  (hutihu)ss —Ühztihe)sa elhzstihr)sa + ha—iha)sı. 
Gig = (Aamihr)b Äh ihp)to -lhz—ihz)tn + (Aa—thu)tn; 
Ig2—igp = ihn ih )ba — Aa—ihze)t, — (Az—ihz)b -Uha—ihu)t, 
93 — ig; = Ülhzh—chr)t — Ma—ihe)ts— (As—ih)ta -ihz—tha)tı; 
Giga  (Azmikr)b ihz—ihe)ta Als —ihg)ta + (ha-ihu)ta: 
Hierbei ist gesetzt*): 

A, A;4,;(w,, w;) I 3%, T;) — das» 

4AIlYı Y2) Fass, 3) > Tas 

4A; 9,0, w)Ius(Lı, %) = 8u55 

4,4,9,,(Yı y) Isa, 2) = bus 
r,, 85; b (A=0,1,2,3,4) sind die entsprechend gebildeten T'heta- 
produete mit einem Index zu verstehen, und die Argumente w,, x,, Y,, 3,; 
©,, %,, Y,, %, Sind, wie folgt, bestimmt: 
2u,=w,+tr,+y,+23, 2w, =w+tz2,+y,—32,, 
27, =w,t+2,—y,—3,, 22, =w,+z2,—y,+3,; 
2y, =w,—a2,+y,—3,, 2, =w—z,+y,+32,, 
23, =w,—a,—y,+2,, 23, = w,—2,—y,—2, 


(III) 





(a,#=0,1,2,3, 4) 


unter q;,, 


(v=1,?) 


Die zu den Coefficienten des Systems (III) gehörigen Differentialgrössen 
ergeben sich in einfacher Weise aus ($'.) in Verbindung mit (II.). 


) Die Grössen, welche hier s,; bezw. !„; genannt worden sind, heissen in dem 
1. a, 0. ae System t„s bezw. 8.5. 
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V. 


Die partiellen Differentialeleichunegen. 
Oo [e} 


Die im ersten und dritten Abschnitt aufgestellten allgemeinen Ortho- 
sonalsysteme (J.), (J'.) und (3.), (3) besitzen eine charakteristische Eigen- 
schaft, die sich in der Darstellung der Differentialgrössen ®,, ®, ausspricht. 
Wie man aus den beiden letzten Gleichungen des Systems (J'.) ersieht, ist 
A(w,+iv,) von , und A(v,—iv,) von « unabhängig. Diese Eigenschaft 
führt zu partiellen Differentialgleichungen für die Systeme (I.) und (III). 

Die letzte Formel des Systems (II.) lässt zunächst erkennen, dass 
die Differentialgrössen ®,, v; von zwei Variablenpaaren z,, y, (v=1,2) ab- 
hängen und lineare Functionen von dx,, dy, sind. Daher darf *) 

& (v)’ dx,+v,”dy,), 


vi 


\ 


v 


: Er Yy \ 
vo = 3 (v’de,-+v;’dy,) 


yoı 


gesetzt werden. Aus der genannten Formel erschliesst man weiter, dass 
L%y ” Ly de 2 j4 Yy . Yy 
vo tw = +, WW ), 


wo gleichzeitig das obere oder untere Zeichen zu wählen ist. Daraus folgt 


Tu . Yy 
| % = m, 


(10.) 


y 


ie = 0. 
Diese beiden Relationen setzen sich auf einfache Weise in partielle Diffe- 


rentialgleichungen um. Unter Benutzung der von Herrn Caspary auf- 
gestellten Differentialidentitäten *) 


da;,, — — 4,0: -40,,0, (h=]1.?2 3) 
ergiebt sich 
5. RR. BR 
Oz, ya, nt 
0A3, . 0A 043} ) 3, , 2 
Pe 0 a a a eg gen 10 1,2 
Or OL, OL, 7 


Das sind genau die Differentialgleichungen, welche Herr F. Kötter**) als 
charakteristisch für sein Orthogonalsystem aufgestellt hat. 


*) Vgl. Journ. de Math. (4.) VI, p. 377. 
**) Vgl. Berl. Sitzungsberichte 1895, S. 811. 
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Die Relationen (10.) lassen eine Verallgemeinerung auf das ortho- 
gonale Sechzehnersystem (3.), (3.) zu. Gemäss (3.) sind die Differential- 
grössen oe, mit den Differentialgrössen v,(C) und v,(£) linear verknüpft. 
Für diese gelten die Relationen (10.) in folgender Form: 


W, . Ty x Y . w, 
u =i0,, =, 
U . 2 Zu, . U 
“V V » V 
, =ı, s , IL. 


Hiernach findet man, mit Benutzung von (%'.), die Relationen: 





v4 03 = il or), 
Bir 07 —0% = imo), 
0, +03 = io} +0), 
vatt3 = il + v1). 








Ueber die Differentialgleichung 
dy \? 1 . 
al) +Vay tray’ +0) = 0. 


(Von Herrn W. Heymann in Chemnitz.) 


In den Comptes Rendus*) zeigt Herr Petrovitch, dass die Gleichung 
dy\ | dı ur Ä 
(1.) 9a) +YVla)y +2) y’+0(e) = 0 
mittelst einer Substitution y = oz auf die Form 
dz \? En 
(2.) u) + = fa) 


dx 
redueirt werden kann, und letztere führt er dann durch eine Reihe meist 
transcendenter Substitutionen auf die Normalform 
3) 7 > Fo+r 

zurück. Alle die hier auftretenden Gleichungen haben, wie auch Herr 
Petrovitch durch Literaturangaben weiter darlegt, in neuester Zeit Bedeutung 
erlangt. Es hängt dies besonders mit dem Umstand zusammen, dass die 
Differentialgleichung **) 


(4.) (Psn+P.) = +PpP’+pm+pıntpm = 0, 
von welcher eben (3.) als eine Normalform angesehen werden kann, be- 
merkenswerthe invariantentheoretische Eigenschaften besitzt. 
Verfasser dieser Zeilen möchte nun darauf aufmerksam machen, dass 
Gleichung (1.) in beträchtlich einfacherer Weise in die Gleichung (4.) trans- 
formirt werden kann, so zwar, dass von (4.) nur der Sonderfall 


d 
(4*.) nr +pıntpo = 0 


*) Tome CXXII, No. 22, 1896. „Sur une equation differentielle du premier ordre.* 
**) Man vergleiche die Abhandlung des Verf., dieses Journal Bd. 113. „Integrable 


Fälle der Differentialgleichung (p,y+-Pp,) Fr +P,y’+p,y’+p,y-+p, = 0.“ 
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zurückbleibt. Dann dürfte weiter interessiren, dass (4*.) wieder von 


: dv \° 

(9.) () +9,04 u 0 
abhängt, so dass also eine Reduction der Gleichung (1.) auf (5.) möglich 
wird, was — nebenbei bemerkt — ziemlich versteckt liegt. 


Wir werden die Vorgänge nur kurz skizziren, da die auszuführenden 
Rechnungen ganz elementar sind und keinerlei Interesse bieten; erwähnt 
sei nur, dass die vorkommenden Coefficienten p, g, r etc. immer als Func- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen anzusehen sind. 

Zunächst sei betreffs der Gleichung (4.) daran erinnert, dass sie 
vermöge 

psn+tpı = Mı 
in eine Gleichung derselben Form, jedoch mit p, =0 verwandelt werden 
kann, sodann, dass letztere für 


abermals die Form (4.) erlangt, jetzt jedoch mit p;, = 0. Setzt man in eben 
diese Gleichung 

7 = AC-+u, 
so kann man mittelst der disponiblen Functionen 4 und u jene Üoefficienten 
annulliren, welche dem p, und p, entsprechen, und also die Normalform 


d£ 
(6.) dE +, +r, = 0 
erreichen, welche nach Einführung der Quadratur 
[r.ds — t (i=3 oder 0) 


und Elimination von $ nur noch von einem Coefficienten abhängt. 

Verschwindet in Gleichung (4.) der Coefficient p;, so wird die eben 
besprochene Reduction in keiner Weise gestört; es existirt indessen dann 
noch eine andere bemerkenswerthe Transformation. Für 


Psntpı = Mı 
erhält man nämlich zunächst eine Gleichung von der Form (4.), jedoch 
mit p,=0 und — vorausgesetztermassen — mit 5» =0. Die Substitution 


n=Ä4 
bewirkt dann, nach geeigneter Wahl von A, dass auch der dem p, ent- 
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sprechende Coeffieient verschwindet, und es verbleibt eine Normalform 


m dc 
(7) 


dE 
deren Coeffieienten nach Einführung einer einfachen Quadratur ebenfalls 


N 


FE ER 
rs, 79 CE (), 


auf einen einzigen veränderlichen Parameter zurückkommen. 

Es fragt sich, ob ausser 7, =0 noch andere Fälle möglich sind, in 
welchen die Gleichung (4.) auf die besondere Form (7.) gebracht werden 
kann. Hier ist zunächst der Fall »,= (0 zu nennen, denn die Substitution 


N; 
würde in Gleichung (4.) sofort eine Vertauschung der Coeffieienten p, und 
p, unter sich veranlassen. Die erwähnte Reduction ist weiterhin möglich, 
falls ein particuläres Integral n, der Gleichung (4.) von vornherein bekannt 
ist. Denn setzt man 
n = ntWw, 

so erscheint vermöge der Structur der Gleichung (4.) eine andere der 
gleichen Form, deren Absolutglied infolge der Definition von 7, zu unter- 
drücken ist, und also läuft dieser Fall auf p,= 0 hinaus. 

Wir kommen nun zu der in der Ueberschrift angezeigten Gleichung. 
jenutzt man die Substitution 


' .n \4 ıP 1 
so geht (1.) über in 


’ dz \? d lz r lo \’ UP 
8.) 4) +0(29 = +ev)so. +le( 2) Ho +e% )s Luäggihe 


dx dx 


und es wird ersichtlich, dass entweder der Coefficient von z3 oder jener 
von z° durch blosse Quadraturen zum Verschwinden gebracht werden kann. 
Die erstere Bestimmung hat Herr Petrovitch getroffen, aber auch die andere 
gewinnt Bedeutung, wie sogleich gezeigt werden soll. 

Dividirt man Gleichung (1.) durch #, oder setzt man, was einfacher 
und nicht beschränkend ist, #= 1, so ergiebt eine einmalige Differentiation 
jener Gleichung nach x 


9) 2yyytyyy Hp +W)y +w+2z)yy+zy =, 
und für 


y N ) 
—=9%, —-=o+o = — 
Y u rk dx 
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entsteht 
(10) @ye+w)o +290+(p+2w)e’+w+2y)e+z =. 


Man bemerkt, dass Gleichung (10.) zur Klasse der Gleichung (4.) gehört, 
und dass die vermittelnde Substitution zwischen (1.) und (10.) transcendent 
ist und einfach 


[var 
y=e 


laute. Da wir uns von vornherein versichert haben, dass der Üoeffieient 
von y’ in (1.) annullirt werden kann, so dürfen wir =0 annehmen; dann 
aber liegt unter (10.) eine Gleichung (4.) mit 9», =0 vor, und folglich ist 
(10.) in die besondere Normalform (7.) redueirbar. Für diesen Zweck wäre 
die zusammengesetzte Substitution 


[vax 
y= oe 

zu wählen. Indessen kann die Gleichung (10.) und mit ihr (1.) auch in 
die Normalform (6.) übergeführt werden, wie es Herr Petrovitch gethan hat. 

Die obigen Exponentialgrössen sind, was nicht besonders angedeutet 
wurde, mit einem willkürlichen constanten Factor behaftet, der sich aber 
sogleich bestimmt, wenn die fertigen Ausdrücke für y in die Gleichung 
(1.) eingetragen werden. So ergiebt sich beispielsweise in der angezeigten 
Weise für 


(3) +ay’ = b 


das Integral 
ge. = esin(zVa+k), 


und hier bleibt 4 durchaus willkürlich, während e nach dem Eintragen den 


/b 
Werth e= | „ erlangt. 


Wie man sieht, ist durch die fünfgliedrige Gleichung (9.) die sechs- 
gliedrige (4.) noch nicht ganz erschöpft. In der That, es existirt eine all- 
gemeinere, nämlich 


(11.) Puy”+Pıyy'y' +P:y'y'+P;yy+P;,y’y+P;y’ = 0, 


welche für P},=0 und nach Ausscheidung von y mit (9.) zusammenfällt, 
dagegen für P,>0 genau den Umfang der Gleichung (4.) besitzt. Die 
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Substitutionen 


y y 
bewirken wie früher eine Reduction der Gleichung (11.) auf die Form 
(12) (P,e+P;,)0+(P,+P,)e"+(P,+P,)v”’+P,e+P, = (0, 
welche genau wie (4.) sechs völlig beliebige Coefficienten besitzt. Für 
(11.) gelten daher in entsprechender Weise alle die Transformationen, 
welche wir für (4.) angaben, also insbesondere die Reduction auf eine drei- 
sliedrige Form mit nur einem von x abhängigen Üoeffieienten, wie 
Pıy'+Pyyy+Py = 0 
oder einfacher 
(13.) yyy +fa)y'+y' =. 
Betrachten wir endlich noch die erweiterte Form der Gleichung (1.) 
(14) Hals) +vay I ++) H +nld)y+HLe) = 0 


/ 


und fragen, ob sonstige Specialfälle derselben von Gleichung (4.) abhängen. 
Es mögen 9 und # verschwinden, und man setze 


dann entsteht 


44 ( dz ) +2yz dz test = 0, 


dx dx 
also eine Form wie (1.). 
Weiter erwähnen wir den merkwürdigen Fall*), wo w, zy und 49 
verschwinden und also eine Gleichung 


(15.) (P)—Xy+X, = 0 


vorliegt. Mittelst Variation der Constanten erschliesst man leicht, dass (15.) 
nach Einführung der Substitution 


in das Product 


[2% +34 )| [23 Zz 3/X,+( - )] — (0 





*) Vergl. die „Studien“ des Verf. — Teubner, 1891. — S. 348. 
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zerfällt. Hier ist also die Reduction eines Sonderfalls der Gleichung (14.) 
in die Normalform (7.) in wesentlich anderer Art vollzogen als früher, 
und da auf eben jene Normalform (7.) auch Gleichung (1.) gebracht werden 
kann, so existirt eine Transformation der Gleichung (1.) in die Gleichung 
(15.). Man könnte vermuthen, dass diese Reduetion ganz direct und nur 
durch algebraische Substitutionen ausgeführt werden könne, weil (1.) und 
(15.) derselben Klasse von Gleichungen angehören. Allein die Substitutionen, 
welche man der Reihe nach leicht anschreiben kann, ziehen sich keines- 
wegs wesentlich zusammen, insbesondere lässt sich die früher erwähnte 
Exponentialsubstitution »öcht vermeiden, woraus man schliessen muss, dass 


irgend eine Vereinfachung des Vorganges unmöglich sein wird. 














Francesco Brioschi +. 


Am 13. December 1897 verschied in Mailand der Präsident der 
R. Accademia dei Lincei, Direetor des R. Istituto teenieco Superiore in Mai- 
land, Herausgeber der Annali di Matematica pura ed applicata, Francesco 
Brioschi. Die mathematische Welt vereint sich mit dem Vaterlande des 
Dahingeschiedenen in der tiefen Trauer um den schweren Verlust, welcher 
die Wissenschaft betroffen. An anderen Orten haben hervorragende Ge- 
lehrte die grossen Verdienste, welche Brioschi durch seine eigenen aus- 
gezeichneten Arbeiten und durch die Förderung der mathematischen Studien 
in Italien sich erworben hat, in gebührender Weise gewürdigt. Wir haben 
aber die Pflicht, an dieser Stelle des langjährigen Mitarbeiters an unserem 
Journale (seine Aufsätze beginnen im 50. Bande desselben) in dankbarer 
Pietät zu gedenken. 


Die Redaetion. 
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Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft zu Leipzig für das Jahr 1901. 





F ür das Jahr 1901 schlägt die Gesellschaft als Preisaufgabe vor: 


die Theorie der quadratischen Differentialformen in einem we- 
sentlichen Punkte zu vervollkommnen. 


Die Theorie der quadratischen Differentialformen, welche von Riemann angebahnt 
und namentlich von Christoffel und Lipschitz weitergeführt worden ist, hat durch neuere 
Untersuchungen in der Geometrie, der Dynamik und der Theorie der Transformations- 
gruppen eine erhebliche Bedeutung gewonnen, und jeder Fortschritt in jener Theorie 
würde auch hier einen Gewinn bedeuten. Indem die Gesellschaft wünscht, dass die 
Theorie der quadratischen Differentialformen in einem wesentlichen Punkte vervollständigt 
werde, lenkt sie die Aufmerksamkeit der Bewerber besonders auf die durch Lies For- 
schungen angeregte Frage nach der Natur und den Eigenschaften der Formen, welche 
continuirliche Gruppen von Transformationen gestatten. Für den Specialfall »n = 3 hat 
neuerdings Bianchi*) werthvolle Beiträge geliefert: es ist zu hoffen, dass die Darstellung 
der Kriterien für die Zugehörigkeit einer gegebenen Form zu einem bestimmten Typus 
in invarianter Form gelingen, und dass das Studium der in den betreffenden Räumen 
herrschenden Geometrien sich als lohnend erweisen werde. 

Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in 
deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen einseitig 
geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versie- 
oelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungs- 
schrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Ar- 
beit für den Fall, dass sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und 
die Zusendung ist an den derz. Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1898 Professor 
Dr. August Leskien, Stephanstrasse Nr. 10) zu richten. Die Resultate der Prüfung 
der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April 
des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden 
Eigenthum der Gesellschaft. 


*) Memorie della Societä Italiana delle Scienze, Ser. Illa T. XI, 1897. 


/ 











Ueber Abelsche Gruppen. 


(Von Herrn Lothar Heffter in Bonn.) 


H.: man eine Abelsche oder commutative Gruppe A von n Ele- 
menten, so lassen sich bekanntlich *) gewisse Elemente 


I In + 9 
so auswählen, dass sie bezw. zu den Zahlen 

it a 
gehören (d. h. dass erst die Potenzen g‘', 9%, .... 9," äquivalent der Einheit 
werden) und dass jedes Element der Gruppe einmal und nur einmal in 
der Form 

ge (za<n) 

darstellbar ist, wobei 


(1.) a 


und jede der Zahlen », durch die folgende »,., theilbar ist. n, ist das 
kleinste gemeinsame Vielfache und zugleich die grösste aller Zahlen, zu 
denen überhaupt Elemente der Gruppe A gehören. 9. 92, - ++, 9, bilden 
eine Basis der Gruppe. Wir wollen eine solche Basis, bei der jedes n; 
durch ,., theilbar ist, insbesondere eine redueirte Basis**) nennen. Der 
Name ist berechtigt; denn, wie man leicht sieht, lässt sich dann, mit », an- 
fangend, keine der Zahlen », durch eine grössere ersetzen und mithin keines 
der Elemente der Basis zum Wegfall bringen. Die Zahlen n,, %, .... 
werden darum auch die /nvarianten der (Gruppe genannt. 


v 


*) Vgl. Schering, Abhandlungen der Ges. der Wiss. zu Göttingen Bd. 14 (1868). 
Kronecker, Berliner Monatsberichte, 1. Dez. 1570. Frobenius und Stickelberger, dieses 
Journal Bd. 86 (1878). Weber, u. a. Lehrbuch der Algebra Bd. II (1896) $S 9 ff. Bach- 
mann, Zahlentheorie Bd. I (1892) S. 80 ff. 

**) In ähnlichem Sinne ist diese Bezeichnung wohl zuerst von Herrn Schlesinger 
(Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen Bd. II (1896) S. 6) gebraucht 
worden. 
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Wir wollen — beiläufig — zwei extreme specielle Fälle hervor- 
heben: 
a) Jedes n, sei der grösste gemeinsame Divisor von 


n 
r.., und ———.: 


nn, . ..N:_1 


Dann haben wir eine Gruppe mit möglichst kleiner reducirter Basis bei ge- 
gebenen n und n.. 
b) Jedes », enthalte jeden Primfactor des grössten gemeinsamen 





re n ° 
Divisors von n,_, und nur in der ersten Potenz. Dann haben 
*; nn Nn:—ı 
1 Bad Y— 


wir eine Gruppe mit möglichst grosser reducirter Basis bei gegebenen n und n.. 

Beide Gruppen sind also durch die Zahlen » und , allein schon 
wesentlich bestimmt. 

Als nächstliegendes Beispiel einer Abelschen Gruppe hat schon 
Herr Weber*) die Gesammtheit der Zahlen herangezogen, die positiv, kleiner 
als eine beliebige ganze Zahl m und relativ prim zu ihr sind, wenn die 
dureh Multiplieation entstehenden Zahlen immer mod.m genommen werden. 
Dann ist 


(2.) n = pm), 
und die Elemente einer redueirten Basis 


I9ı 9 *: % 
werden wir in diesem Falle consequenter Weise ein System von primitiven 
Wurzeln für den Modul m nennen. Ein solches System von primitiven 
‘ Wurzeln ist natürlich aus der von Herrn Weber (a. a. ©. S. 61) aufgestellten 
Basis A, B, C,, O,, ... nach dem bekannten, an den oben eitirten Orten 
dargestellten Verfahren leicht herzuleiten. Da die Elemente dieser Basis, 
wenn 


bezw. zu den Exponenten 


2, 3A), Pa PER ++ 
gehören, so gehört z.B. A.B.C,.C,... zu dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen », aller jener Exponenten und kann daher als eine erste primitive 
Wurzel @, gewählt werden u. s. w. 


.$14, 15, 16. 
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Da übrigens », im allgemeinen grösser ist als jeder einzelne der 
Eponenten, zu denen die Elemente A, B, C,, C,, ... gehören, so sieht man, 
dass diese Webersche Basis im allgemeinen noch keine redueirte sein wird. 

Jedes der » Elemente einer Abelschen Gruppe gehört nach den oben 
historisch angeführten Sätzen entweder zu », oder zu einem Divisor d von n.. 
Die Anzahl der zu d gehörigen Elemente werde, wie üblich, mit w(d) be- 
zeichnet. Während aber für den Specialfall einer cyklischen Gruppe — 
d.h. in dem zahlentheoretischen Beispiel für den Fall, dass eine einzige 
primitive Wurzel mod.m existirt, — die Identität 


(3.) y(d) = Y(d, 
besteht, gilt diese für beliebige Abelsche Gruppen oder für beliebig zu- 
sammengesetzte Moduln m bekanntlich nicht mehr. Deshalb ist die Frage 
nach der allgemeinen Beziehung zwischen den beiden arithmetischen Functionen 
w(d) und y(d) berechtigt”). 


oehört das Element 


Wenn d ein beliebiger Divisor von », ist, so g 
VIER ar 

der Gruppe A dann und nur dann zu d, wenn erst seine dte Potenz äqui- 

valent der Einheit ist. Das tritt aber wiederum dann und nur dann ein, 


wenn die Congruenzen 


od =0 mod.n,. 

j od = 0 mod.n,. 
4) mut .sih wir, nz 
o,d=0 mod.n, 





bestehen und das kleinste gemeinsame Vielfache der Exponenten, zu denen 
9, 92%, >, 9,” gehören, gleich d ist. 

Da nun nach (4.) gr, 92°, ..., 9,” entweder zu d oder zu Theilern 
von d gehören, so muss, wenn d die Potenz einer Primzahl ist, mindestens 
eines jener Elemente g7', ..., g,’ zu d selbst gehören; dann und nur dann 
gehört auch ihr Produet zu d. Wir wollen deshalb vorerst annehmen, dass 
d die Potenz einer Primzahl sei. 


*) Wie sich nachträglich im Gespräch herausstellte, ist die Frage nach dem all- 
gemeinen Werth von w(d) merkwürdiger Weise völlig gleichzeitig, aber auch völlig un- 
abhängig nicht nur von mir, sondern auch von Herrn Netto (in dem bald erscheinenden 
II. Bande seiner „Vorlesungen über Algebra“) behandelt worden. 


36 * 
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Aus (4.) folgt 


n 
oo =0 mod, 
Ö, 
n 
x 6 =0 mod. 
(5.) 2 od ö, f 
n 
o,=0 mod. ”, 
Ö, 





wo J, der grüsste gemeinsame Divisor von d und n,, insbesondere also 
d,=dist; d.h. «, hat die d, Werthe 


‚p N; n; N; 
(6. .=0, —, 22, .:., &-D-- Geh2..r 
\ ) k Eur ES Ö, ’ ( k ) d „4 


Es braucht also nur abgezählt zu werden, wie viele Combinationen von je 
v Potenzen, je eine entnommen aus jeder der Zeilen 


N; 


N; 

0 N, (9.1) d, 

BE a re Me ) 

N9 na 

v8: O 3, (d.-1)5 
46) 9 3,0, 
N, N, 

x (d,—1) 4 

0 ö, Öy 
A N  ° 





sich bilden lassen, sodass mindestens eine der » Potenzen in jeder Combi- 
nation thatsächlich erst zu d gehört. 

Zu diesem Ende theilen wir die Primpotenz-Divisoren d von n, in 
gewisse Kategorien: 

d, sei ein Divisor I. Stufe von z,, d. h. ein solcher, der schon nicht 
mehr in z, enthalten ist, 

d, ein Divisor II. Stufe von z,, d.h. ein solcher, der auch in n,, 
aber nicht mehr in », enthalten ist, u. s. w. 

d, sei ein Divisor «ter Stufe von »,, der in n,, m, ..., n,, aber 
nicht mehr in »,,, enthalten ist. 

Entsprechend d, geben wir auch den d noch einen weiteren, voran- 
gesetzten Index «, sodass 


Ö,, der grösste gemeinsame Divisor von d, und n, 
ist, und bemerken, dass auf Grund dieser Definition 
(8.) Ö, r Ö u Ö,, nn d,, 


\ / 
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aber 
(9.) Gun APRER ar 5% On, “rc d, 
werden, 
Für d=d, wird also aus (7.) 
0 Fr (d, 1) d, 
91; 9 . Kiyiss 9, 
x. 2 1) n 
0 4, üy 
I. b) 9. | ’ J j 
(10.) Nu1 N, ) 
\ (d 2,0. +1 1) 
0 u.a +1 O4 @ 
I. 19 G. 4-1 ‚RB 1 
N, S I N ‚ 
0) Ogr F ar 
I, >) Q, 9 7 
Hier enthält jede der « ersten Zeilen genau %(d,) zu d, gehörige Elemente, \ 


y 


nämlich die mit Exponenten 


N; 


Liärsg 


wo r, relativ prim zu d, ist. Die v—« letzten Zeilen von (10.) enthalten 
dagegen nach (9.) gar keine zu d, gehörigen Elemente mehr. Die Zahl 
der zulässigen Combinationen aus den « ersten Zeilen wird also, je nach- 
dem nur eine, oder nur zwei, u. s. w. oder alle « Potenzen der Combination 
zu d, gehören, 

ap(d,) .(d,—Y(d,)) 
oder 


ww £(d,).(d,—g(d,)) 


oder 

p(d,)”. 
Die gesuchte Anzahl wird also gleich der Summe dieser Zahlen multiplieirt 
mit den einzelnen Elementzahlen der v»—« letzten Zeilen von (10.), d.h. 
mit Ouar1...0,,. Daher ist 


(11.) 
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oder 
(A.) Y (d,) ua (di wu: (d, p (d,) *] m a. Bi 9 


wo wir absichtlich für „(d,) seinen Werth nicht einsetzen, (indem etwa 
d,=p" gesetzt würde), um die Beziehung zwischen w und  hervortreten 
zu lassen. 

Da nun jeder beliebige Divisor D von n, in Primpotenzen zerlegt 
werden kann und da überdies die Richtigkeit der Formel 

(12.) w(a.b) = w(a).w(b), 

wenn a und 5 relativ prim sind, leicht zu erweisen ist*), so ist mit dem in 
Formel (A.) behandelten Specialfall zugleich die allgemeine Frage naclı 
dem Werthe von w(D) erledigt. 

Speeialisirt man Formel (A.) für einen Primpotenzdivisor vter Stufe 
d,, so ergiebt sich 


(B) v(4,) = d-(d,—p(4,)) 
Andererseits für einen Primpotenzdivisor I. Stufe d= d, wird 

(C.) v(d) = p(d)di2-Ia...d,,. 
Ist ferner die Abelsche Gruppe cyklisch, d. h. existirt in dem Beispiel eine 
primitive Wurzel mod.» im gewöhnlichen Sinne, so dass , =m; =: n,=|1 


werden, so folgt aus (A.) und (12.) und, da auch stets p(a.b) = p(a).y(b) 
ist, für jeden Divisor d von n=n= (m): 


(D.) v(d) = p(d). 
Damit ist bestätigt, dass diese bekannte Formel in der allgemeinen (A.) in 
Verbindung mit (12.) enthalten ist. 


*) Ich unterdrücke diese Ausführung und verweise deshalb auf die Darstellung von 
Herrn Netto (a. a. O.); ich würde mich ihr, die mir inzwischen im Manuscript vorgelegen 
hat, in diesem Punkte vollständig anschliessen und daher auf den Anspruch der Unab- 
hängigkeit verzichten müssen. 




















Ueber das Verhalten der Integrale von Differential- 
gleichungen bei der Annäherung der Veränderlichen 
an eine Unbestimmtheitsstelle. 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 


Dritter Theil. 
Die Differentialgleichung 
(1.) gi dy 


— Gl. y). 
dr b, Y, 


worin 


ey A=1 u=0; i+tu > ı) 


(2.) 6, y) = ay+ ZA, 
eine in der Umgebung von 2=0, y=0 reguläre Function darstellt und % 
eine ganze positive Zahl (unter Ausschluss des Werthes k=0) bedeutet, 
wird durch eine Potenzreihe 
(3.) y= GCc+GrT + 
formell befriedigt, welche im allgemeinen für keinen Werth von x ausser 
==( convergirt”). Es soll im Folgenden gezeigt werden, wie sich ver- 
mittelst der Reihe (3.) das Verhalten derjenigen Integrale y von (1.) dar- 
stellen lässt, welche sich dem Grenzwerthe Null nähern, wenn die Veränder- 
liche z auf einem bestimmten Wege in die singuläre Stelle der Unbestimmt- 
heit**) & = 0 geht ($$ 1—4). Daran schliessen sich ($ 5) einige weitergehende 
Betrachtungen über das Verhalten der erwähnten Integrale. 
Ferner wird ($ 6 und $ 7) unter der Voraussetzung, dass in (1.) 


(4.) G(z, y)=ay+y®(z, y): %(0, 0) = 0, 


*) In der berühmten Abhandlung von Briot und Bouquet (Journ. de l’Ee. Pol. 
cah. 36), worin die Differentialgleichung (1.) als einer der noch unerledigten Typen von 
Differentialgleichungen erster Ordnung auftritt, wird nur an einer gewissen linearen 
Differentialgleichung gezeigt, dass die Reihe (3.) divergent ist, falls die Coefficienten der 
(sleichung nicht eine bestimmte Bedingung erfüllen. 

**) Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1886. 
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ist, y in eine Reihe entwickelt, welche zwar nicht in der ganzen Umgebung 
von 2=( convergent ist, wohl aber z.B. für hinreichend kleine reelle 
positive Werthe von x, wenn der reelle Theil von «a positiv ist. In Ver- 
bindung mit dieser analytischen Darstellung von y steht eine asymptotische 
Darstellung in Form einer im allgemeinen divergenten Reihe, welche 
nach Potenzen der Veränderlichen z und eines Exponentialausdrucks fort- 
schreitet *). 


81. 


Wir nehmen bis auf weiteres an, die Veränderliche z gehe als 
reelle positive Grösse zur Grenze Null (was wir durch liimze=-+0 be- 
zeichnen), und beweisen den folgenden Satz: 

Je nachdem der reelle Theil von a positiv oder negativ ist, giebt es 
unendlich viele Integrale oder nur ein einziges Integral der Differentialgleichung 
(1.), welches für imx = +0 den Grenzwerth Null besitzt. Im Falle N(a) > U 
sind zwei positive Grössen x, und n, so vorhanden, dass jedes Integral y, 
dessen absoluter Betrag für e=x, kleiner als n, ist, für ime=-+V ver- 
schwindet. 

Zunächst wird angenommen, die Potenzreihe @(z, y) enthalte kein 
von y freies Glied, es sei also 

(4) Ga, y) = ylar Paz, Y)), 
wo %(z,y) eine für 2=0, y=(0 verschwindende Potenzreihe darstellt. 
Dann ist 


..; dlogy cm 
TU = a4 la, 9), 


l 


2,7 dlog x 
Fr EN = KHRRE, Y)); 


wegen B(0, 0) = 0 sind, wenn d eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, 


dlogy 


ZWI- 
dx 


positive Grössen x, und n,, so vorhanden, dass, für DI <zSz, 


Ra 1 R@+O 


schen — 5; „ic — liegt, wenn nur 0 < |y| <o ist. Ist Ra) < 0, 


so nimmt, wenn man vom Integral y= 0 absieht, für jedes Integral log|y 


mit abnehmendem z zu, so lange |y| <-n, ist; es kann also nicht limy = Ü 


*) Die vorliegenden Untersuchungen sollen in einer späteren Arbeit weitergeführ! 
werden. 
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sein. Im Falle Ra) >0 nimmt dagegen log|y|] mit abnehmendem = fort- 
während ab, sobald |y|<n, ist. Es ist demnach ein Grenzwerth von 
log|y] für ime=+0 vorhanden, falls für e=x, |y|<n, war. Dieser 
Grenzwerth kann aber nur —c sein. Denn aus 
dlog'y' Ra) —d 5 hut 
de > k1 (0 a ze u) 
folgt, wenn für z=xz, |y|<n, ist und Oo <= <{x, angenommen wird, 


’ ' x d 
log|yl-loglyl > (Ra)—0) / ET 
oder 


Rla)—dr |] 1 
log|yi—log|gu] < — (FI), 


T, 


woraus hervorgeht: 
lim log|y|= — x, limy=0*). 


z—=-4U z=+V 
Besitzt @(z, y) die allgemeine Form (2.) und wird 
Ge, y) = ZA, y“ ((=1l,u=0; )+u >1I) 


gesetzt, so ist 


a nk [ORT CD 


Wir nehmen an, dass 
1A;.| <. g 
ist, wo g eine gewisse positive Grösse bedeutet, dass also die Reihe G(z, y) 
für |2| < 1, |y| << 1 ceonvergirt, was sich durch eine Transformation z = «or, 
y=fy mit positiven «©, 5 stets erreichen lässt. Wir haben dann für 
0<2<1,jyl<i: 
6 „ls gelyl‘ BIENEN! SRHERO 


2 1 z+y 
= 4 - -1-|yl) = s( rt -yl); 
wenn wir also, unter d eine beliebig kleine positive Grösse verstehend, 


N‘ ) 


= 
1 9 





*) Die bisherigen Betrachtungen bleiben ungeändert, wenn in (4.) an Stelle von 
P(z, y) eine für jedes den Bedingungen O<x=< x, y = n, genügende Werthepaar x, y 
reguläre Function tritt, für welche B(0,0) = 0 und PO, y) = lim B(z, y) stetig ist, so 

z=-t 


lange |yI<n, bleibt. Diese allgemeinere Voraussetzung wird demnächst zu machen sein. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 37 











270 Horn, über das Verhalten der Integrale von Differentialgleichungen. 


setzen“) und annehmen, dass |y| der Bedingung 








c+iy| 
-—|yl 
BE mal „ER 
jyl 14 
genügt, so hat u U und also auch ei mit R(a) gleiches Vorzeichen. 


Diese Ungleichung 
+YlyP+lg+De-g)lyltz < 0 
ist aber erfüllt, wenn 
.<yi<m 


ist, wo &, und , die für hinreichend kleine positive Werthe von & positiven 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(g+l)lyP+lg+Dr-g)lyl+z = 0 
sind; es ist für limx = 0 


. u . " 9 7 
lim, =0, lim, = es ). 


. diy| . R . 
Demnach ist = - von gleichem Vorzeichen mit R(a), wenn O<2e<Sı, 





(x, hinreichend klein) ist und |y| zwischen &, und n, liegt. 

Im Falle R(a) >0 nimmt also |y| mit abnehmendem x ab, wenn 
der Werth von |y| für e=x, zwischen e, und n, liegt und für alle 
kleineren positiven x grösser als e, bleibt. Es ist demnach für limxz = +0 
ein Grenzwerth von |y| vorhanden, welcher nur gleich Null sein kann. 
Denn aus 


dlog|yı R(a)—gg gö 
de Br” oz akt 


folgt 


go /1 1 
loglyl-logiyl < - (zu): 
wenn für 2=x, y= y, ist und 0 < x < x, angenommen wird. Hieraus folgt 


limlog|y|= -x, limy=0. 
= =.) 

Wenn es beliebig kleine positive Werthe von z giebt, für welche |y|< e, 
ist, so ist wegen lime,= (0 auch limy = 0. 


*) Der Fall R(a) = 0 bleibt von der Betrachtung ausgeschlossen. 
“”) &, nimmt mit abnehmendem z ab, wenn 0 <x==<xz, (z, hinreichend klein) ist. 
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Ist (a) < 0, so nimmt |y| mit abnehmendem z zu, wenn e, < |y| <n, 
ist. Es kann also nur ein solches Integral y den Grenzwerth 0 haben, 
welches für << x, stets kleiner als e, ist. Mehr als ein derartiges Integral 
kann nicht vorhanden sein. Ist y ein solches und setzt man in (1.) 


ze y-+2, 
so erhält man 


= 6@, y42)-6la, W=s(a+Qla, 3)) 

wo Oz,z) eine in einem gewissen Gebiete <= 5, |2| = 5 reguläre, 
für e=+0, |2| SS $ stetige Function und DO, 0) = 0 ist*). Dass abgesehen 
von z3=0 kein Integral dieser Differentialgleichung den Grenzwerth O0 haben 
kann, ist oben gezeigt worden. Dass nothwendig ein Integral y mit limy = 0 
für im2=-+0 existirt, wird ähnlich wie im Falle der Riccatischen Glei- 
chung bewiesen **). 

Die geringfügigen Abänderungen, welche an der früheren Entwicke- 
lung anzubringen sind, sind folgende. Dort war die singuläre Stelle = x 
betrachtet, während wir uns jetzt in der Umgebung von 2= (0 befinden. 
Demgemäss sind, wie ohne weiteres ersichtlich, wo es sich um Vergleichung 
zweier Werthe von x handelt, die Zeichen „>" und „<“* zu vertauschen. 


me 


4 


An der Stelle, an welcher für $ alle ganzen Zahlen > x, gesetzt wurden, 
nehmen wir jetzt, unter x, eine hinreichend kleine positive Zahl verstehend, 
für & beispielsweise diejenigen Brüche von ganzzahligem Nenner und vom 
Zähler 1, welche kleiner als x, sind. Bei der Riccatischen Gleichung mit 
der singulären Stelle x = 0 kann sich kein Integral für Oo <xz=<r, singulär 
verhalten, wenn es nicht etwa unendlich wird. Dies gilt für die Differential- 
gleichung (1.) allerdings nicht mehr; sind aber x, und & hinreichend kleine 
positive Zahlen, so verhält sich 


G(z, y) 

akt 
für jedes den Bedingungen 0 <r <= x, |y|=e genügende Werthepaar 
z, y regulär, und deshalb kann auch kein Integral y in dem Intervall 
<zZ. x, eine singuläre Stelle besitzen, so lange |y| <e bleibt. Dies 
reicht aber für unseren Beweis aus. 


*) Vgl. Fussnote S. 269. 
**) Bd. 118, S. 263 dieses Journals. 
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$ 2. 
Es sei nun im Falle R(a)—>0 y= f(x) eines der unendlich vielen 
partieulären Integrale von (1.), welche für liimz=-+0 den Grenzwerth 0 
besitzen, und es soll das Verhalten von 


dr y 
BI’ 
Yy dar 


beim Grenzübergange limz = +0 untersucht werden *). 
Durch wiederholte Differentiation von (1.) erhält man 





6 u ger, 
hierbei ist 
(6,.) P=.-tle, 0-5 


und zur Bestimmung von 


B Be Pe, Y), Q, — 0,8, Y, y; ir y“” nu 
dienen die Recursionsformeln 


P, = P,1—(k+1)a‘, 


(6.) vun’ a € ee (n—1) Qn-ı 90,-ı ! h On 1 (n—1) 
| Q, Er ( er . y')y + dx + oy Yy + . + Oya—d) Y . 
woraus sich sofort u 
(6,.) Rn 2. -n(k+1)e*. 


Wir nehmen an, für das vorgelegte Integral y = f(x) und dessen Ableitungen 
erster bis (a—1)-ter Ordnung seien bereits bestimmte endliche Grenzwerthe 
gefunden: 


limf(z) = 
" er 1 &, 
limfe- 22). = = n la... 
y’=f")(z) ist ein particuläres Integral der linearen Differentialgleichung 


7) ar Pla, f)).y”+0,le, Ka), Pd... FE) 


Die Sätze über die Riccatische Gleichung**) gelten auch hier, denn es ge- 








Ir. Vgl. II. Theil $ 2 Bd. 119, dieses Journals. 
**) Dieses Journal Bd. 118. 
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nügt für dieselben die Voraussetzung, dass P,, Q, in einem gewissen Inter- 
valle Oo <= = x, reguläre und für 2= +0 stetige Functionen von x sind. 
Es ist für imz = +0 
. . 0G 
limPf,=lim — =a 


oy 


limQ, = 0,(0, 0, 1!a, ..., n-Dle_.). 


9 


und es werde 
(8.) ale, = —.0,(0, 0, 1a, ..., (@-Die,) 


gesetzt, so dass e, endlich ist. Da NR(a) >0 vorausgesetzt wurde, so ist 
für alle Integrale y'” von (7.) 

limy'” = nle,, 
mit Ausnahme eines einzigen 9”, für welches limy” =» ist. Hier ist 
aber 9” dasjenige Integral, welches für jeden Werth von = unendlich ist; 
es kann also f(x) nicht mit 9” übereinstimmen, denn 


. P.-ı(z, f(z)). fr ’(z)+Q,.-ı(2, f(z), - . .) 
(a) = kA 
hat für jeden hinreichend kleinen positiven Werth von z einen endlichen 
Werth. Es ist demnach 


(9.) limf” (2) = nle,. 


Wir werden sogleich sehen, dass &, nichts anderes ist, als der Coefficient 
c, in der der Differentialgleichung genügenden Reihe 


(3.) y= Gc+or +. 
Die Coefficienten der Reihe (3.) können wie folgt bestimmt werden. Es sei 


N e dy ! Y N 
4) = a" re Y). 


Setzt man für y die Reihe (3.) und entwickelt man /(y) unter Anwendung 
der für convergente Reihen gültigen Rechenregeln nach Potenzen von x, 
so erhält man durch Nullsetzen des Coeffieienten von z” die Recursions- 
formel für e,. Die Reihenentwickelung von /(y) wird auch so erhalten: 
man bildet, y als Function x auffassend, 


Er = 4,Q)= ey" +P,e, W.y"+Q.lE 9%... YO); 


setzt man darin 


”’=rv!c, 


zu y=V, 
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so geht /,(y) über in 


d„= a.n!c,+0,(0, 0, 1!e,....(a—1)!e,_,), 


und es ist 


er 


n! 





Ay)= 534, 


Die Recursionsformel /,=0 für ec, stimmt mit der Recursionsformel (8.) 


für &, überein; es ist also 


€, .- C, 


und demnach für jedes Integral y von (1.), welches für imz=--0 ver- 


schwindet, 


i d” 
(10.) lim = nle,. 





Hieraus folgt die asymptotische Darstellung des Integrals y durch die Reihe (3.). 
Setzt man nämlich, unter » eine der Zahlen 1, 2, 3,... 


n 





(11.) y= z c‚2”+2,2", 
v= 
also 
y- Ec,r 
vl 
Zn = z" u 


so ist für imz = +0 
d" 
B, 


' da” “ 
limz, = lim — . ), 


also mit Rücksicht auf (10.) 
(12.) limz, = 0. 





*) Setzt man 
1.398 = Me)tivle) 


an = Et im; 
so ist nach (10.) 
limp”(x)=0, limy®(z) = 0, 


verstehend, 





und es ist nach der bekannten Regel, deren Voraussetzungen hier erfüllt sind, 


Cu 


— lim 
n! 


lim &, = lim — 





p(z) 


n 


limn. = lim 


n! i 


Pr 


0, 
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8 3. 
Wir weisen jetzt im Falle R(a) <-0 die asymptotische Darstellung des 
einzigen für limz = +0 verschwindenden Integrals y von (1.) durch die Reihe 
d"y 


(3.) nach, ohne vorher lim, zu bestimmen”). Setzt man 
(13.) y- N c,nt3,0=n,+2,e", 
v=1l 
so ergiebt sich aus (1.) für z, die Differentialgleichung 
2 X. ü n 2?G 3 r 
1) re ED er. 


| ! 4 
ON. 2! ONn 


hierin ist unter Benutzung der in $ 2 eingeführten Bezeichnung 


RB, (€) er: = 


gr+l 


eine für hinreichend kleine Werthe von z convergente, nach positiven 
Potenzen von x fortschreitende Reihe, ebenso wie die Coefficienten von 
245 2u5 ++., und zwar hat die den Üoefficienten von z, bildende Potenzreihe 
für 2=0 den Wertha. Wegen N(a) <-0 besitzt die Differentialgleichung (14.) 
nach $ 1 ein einziges Integral z,=;,, für welches limz, = 0 für limz = +0 
ist. Diesem entspricht der Substitution (13.) zufolge ein Integral y von 
(1.) mit limy=0. Dies kann aber nach $ 1 nur das einzige für limz = +0 
verschwindende Integral 9 sein; der Substitution (13.) zufolge entspricht 
dem Integral y=1 von (1.) das Integral z,=;, von (14.). 
Es ist also für limz = +0: 


n 
y— 3c,2” 


(15.) img, = im — 20, 


go” 





oder wir haben die asymptotische Gleichung 


n 
yo >c,t. 


Durch (a—1)-malige Differentiation der Gleichung (1.) erhält man 
(16.) ey” = Hua, 9 Yo 22 y), 


wo 
H. = P,.-ı(8, y)y"’+Q.-(E, Ye. y"®) 
eine ganze rationale Function von y', ..., y» ist, deren Coeffieienten 


*) Vgl. Bd. 118, S. 266 dieses Journals. 
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Potenzreihen von x, y sind, welche für hinreichend kleine absolute Beträge 
dieser Grössen convergiren. Wenn nun für ein gewisses Integral y von 
(1.) ausser der asymptotischen Gleichung 


yon, 
wo n die Reihe (3.) darstellt, noch die asymptotischen Gleichungen 
Yen”) H=1, 2, ...,R-1) 


bestehen, wo 7 die durch v-malige gliedweise Differentiation von 7 ge- 
bildete Reihe bedeutet, so ist *) 


BAY Ya #2, NOT 20 Een, Mn. 


at | akt ) 
wo die Rechnungen auf der rechten Seite formal nach den Regeln für con- 
vergente Reihen auszuführen sind; links erhält man zufolge (16.) y'”, die 
rechte Seite stimmt, da die Reihe 7 der Differentialgleichung (11.) formell 
genügt, mit der Reihe 7” überein; es ist also 
y”) PR n”) 
oder 
y» e 1.2...n.0,+2.3...(n+1l).c,1c+- 

und insbesondere 

(17.) lim 


am ! 


n [ 


Demnach sind auch die Grenzwerthe der Ableitungen des Integrals y für 
limxz = +0 gefunden. 


$4. 
Wenn die Veränderliche x mit dem constanten Argument w zur 
Grenze 0 geht: 
(18.) z=oe", lime=(, 


so haben wir für y als Function. von oe die Differentialgleichung 





(19,) eat 


nach $ 1 giebt es, je nachdem der reelle Theil von e”"”a positiv oder 
negativ ist, unendlich viele Integrale, welche bei dem Grenzübergange (15.) 





*) In Betreff des Rechnens mit asymptotischen Reihen sehe man Poincare, Act. 
math. Bd. 8 und Poincare, les methodes nouvelles de la Mecanique celeste, Bd. 2. 
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verschwinden, oder nur ein einziges Integral. Wir haben jetzt die Reihe 


I n 
en , ın () n 
Y “ ze „oO b, 
n—] 


welche (19.) formell befriedigt, und es ist, wenn y irgend ein für limo = +0 
verschwindendes Integral bedeutet, nach $ 2 bezw. $ 3: 


day | 
. — t „inwo „ 
lim dor IE uk 
also auch jetzt noch 
j d" 
(20.) lim Fr = nlc,. R=1,2,...) 


Ferner ist 


y— Nero c,o” 
(21.) lim ——= = 0, 


n 
0o=—+V 0 


also auch beim Grenzübergange (18.) 


ya Pi: C,x' 
. yazı 
lim — = —— = 0); 


rn 


d.h. die Reihe (3.) stellt auch jetzt das Integral y asymptotisch dar. 

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in den folgenden Satz zu- 
sammen: 

Wenn die Veränderliche x mit dem Argument w in die singuläre Stelle 
der Unbestimmtheit z= U geht, nähern sich unendlich viele*) Integrale y der 
Differentialgleichung (1.) oder nur ein einziges Integral dem Grenzwerthe Null, 
ikw 


je nachdem der reelle Theil von e””a positiv oder negativ ist. Jedes auf 


dem betrachteten Wege**) verschwindende Integral y wird durch die der 
Differentialgleichung formell genügende, im allgemeinen divergente Potenzreihe 


n 
y 
zT 


v 
vo] 


asymptotisch dargestellt; d. h. es ist, wenn unter n irgend eine ganze positive 
Zahl verstanden wird, 


ji d"y f 
Im dr" rn n, C, “ 

*) Man vergleiche den Satz am Anfang von $1. 

**) Argumente w, für welche R(e-*®a) = 0 ist, sind im Bisherigen ausgeschlossen 
worden. 
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Wir setzen jetzt wieder voraus, dass = als reelle positive Grösse 
zur Grenze 0 geht. Im Falle R(a) >0 stellt nach $ 2 dieselbe Potenz- 
reihe (3.) sämmtliche Integrale asymptotisch dar, welche bei diesem Grenz- 
übergange verschwinden. Um ein unterscheidendes Merkmal im Verhalten 
dieser unendlich vielen Integrale zu gewinnen, stellen wir folgende Be- 
trachtung an. 

Es sei 

N / 
(22.) er] ER = 1 +ac+090° +: 
d.h. man ersetze in der nach y genommenen partiellen Ableitung des Aus- 
drucks (2.) y durch die Reihe (3.) und nehme die formale Entwickeluns 
nach Potenzen von x vor. Der Differentialgleichung 


dt 
k+ R\ 
a = (a+m,2c++a,x)t 
genügt die Funetion 
14; $ be Ei 1 a Zuit Ak—1 ) 
2 k nk u x a 
(23.) t= Ce a u To 


worin C eine willkürliche Constante ist. Es ist ,=a, also R(a,) > 0 und 
demnach 
limi=0 für ime=-+0. 
Es gilt nun der folgende Satz: 
Ist y, ein für limz=-+O verschwindendes particuläres Integral der 
Differentialgleichung (1.), in welcher WR(a) > 0 vorausgesetzt wird, und leg! 
man der in dem Ausdruck (23.) 


(3 Ay + Ak—1 
“ar k LEW e1 ) a 
{ ne (Ce x j k 


enthaltenen Constanten C einen bestimmten endlichen Werth bei, so ist ein und 
nur ein Integral y von (1.) vorhanden, für welches 


° y—ı 
lim 4% 1 
z—=+0 t 


ist. 





Dureh die Substitution 


(24.) y = yıt3 
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seht (1.) über in 


a © Ga, yotz)—Gle, 9) 
oder 
(25.) et = sHle, )=3 8 y,(o)e, 
wobei gesetzt ist: 
+1 | 


Nimmt man die positiven Zahlen =, und go hinreichend klein, so ist H(z, z) 
für O<ze Sa, |3] Se regulär und für e=+0, |z|se stetig. Die 
asymptotische Gleichung y, “rn, wo n die Reihe (3.) darstellt, hat die 
asymptotische Gleichung 

d6G(z, y) _, 96(e, n) 


oy, cn 


pulE) = 
oder nach (22.) 
plz) em +nc+mE + 
zur Folge, woraus hervorgeht: 


i z)—(a, ta c+---+a,r 
lim 9) Br ei a. 


Da auch Y,(x) durch eine Potenzreihe asymptotisch dargestellt wird, so ist 
limp,(z) = aj” F=1,2...) 
endlich. Die weitere Substitution 
(26.) s = tw, 
wobei der in £ enthaltenen CGonstanten C ein bestimmter endlicher Werth 
beigelegt wird, liefert die Differentialgleichung 


- dw 
(27.) A ee wF(z, w). 
wobei 
Hl, tw)—(a,+a,0+--- +a,2%) 
F(x, w) = Hi 
= Zv.(a).w' 
und 


ar atest tar) 


Pan rer, (2), 
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ferner 

limy,(@) = @,,,, 

limwv,(2) = 0 7-12...) 
ist. Wenn die positive Grösse r kleiner angenommen wird, als der von 
Null verschiedene kleinste Werth von 


RE A 
| art): | 


im Intervall O<x2<x,, so ist die Reihe 

To v or —v(k-+1) 99 um? 

Ey,(a)w = 3y,(z).x "’w 

v1 v1 
für OSre<z, |o|Sr gleichmässig convergent; die Function F(z, w) ist 
in diesem Gebiete stetig und zwar regulär, wenn 2>0 ist. Wegen 


lim aD = 0 
t=-1t) 





ee). in dem 


ow 


kann man x, so klein wählen, dass r>1 wird. Da 


angegebenen Gebiete endlich ist, so sind die Voraussetzungen des Funda- 
mentalsatzes über die Existenz der Integrale eines Differentialgleichungs- 
systems mit reellen Veränderlichen erfüllt*). Es giebt demnach eine und 
nur eine der Differentialgleichung (27.) genügende Function w von x, welche 
für 2=0 den Werth 1 annimmt und in dem Intervall O< 2 <x, (z, hin- 
reichend klein) stetig ist. Diese Function muss in unserem Falle eine 
analytische Function sein, welche sich im Innern des Intervalles 0 <=<-z, 
überall regulär verhält; denn wäre sie an einer Stelle = nicht regulär, 
so wäre ausserdem noch eine reguläre Function vorhanden, welche für 
x = denselben Werth annimmt; wir hätten zwei stetige Functionen mit 
demselben Werthe für =$, was dem Existenzbeweise widerspricht. 
Einem Integral » von (27.) entspricht aber auf Grund der Sub- 


stitution 


I 
l 


DD = 
ein Integral y von (1.), so dass der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 


*) Picard, Traite d’Analyse, Bd. II, S. 291 oder S. 301. Nimmt man etwa den 
vermittelst successiver Näherungen geführten Beweis (S. 301— 304), so sieht man ohne 
weiteres, dass derselbe auch gültig bleibt, wenn nur die Veränderliche & reell, die Func- 
tion w aber complex ist und wenn das betrachtete Intervall von z sich vom Ausgangs- 
werthe z = (0 nur nach einer Seite hin erstreckt. 





Horn, über das Verhalten der Integrale von Differentialgleichungen. 281 


Hat @(z, y) die Form (4.), in welcher die von y freien Grlieder 
fehlen, so ist „,=0 ein Integral; man hat 
OG(z, ı 
pol) = | ( 2 2 Zn dutrdc+, 
ey y=U 
und einem bestimmten endlichen Werthe der Constanten C in dem Aus- 
drucke für £ entspricht ein einziges Integral y der Differentialgleichung (1.), 
für welches 
. I 
im 47-1 
= +) 
ist. Dieses Integral wird im folgenden Paragraphen in eine nach Potenzen 
von £ fortschreitende Reihe entwickelt, aus welcher sich sein Verhalten 
beim Grenzübergange limz = +0 genauer ersehen lässt. 


$ 6. 
In der Differentialgleichung (1.) sollen jetzt in @(z, y) die von y 
freien Glieder fehlen. Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form 


(28.) a ICE TOR ETAGE ER 
es sei 
g9,(2) = a” + "z+a®x’+--- as y&g 
und insbesondere 
er) = tm tmr +. 
Wir wollen wieder annehmen, die Reihe G(z,y) sei für 2 <1, y<1 
convergent; ferner setzen wir g,(x) als ganze Function Akten Grades 
(29.) gu) = my+aC+--+a,r 


voraus, was stets dadurch erreicht werden kann, dass man an Stelle von 
y vermittelst der Substitution 


Pe c 
<= Ak4y- 
ul | v 


y= 32e 


eine neue Function z einführt. Wir setzen 


(4 44 1) 
(30.) Es Bass NE 
wo C eine willkürliche Constante bedeutet, so dass die Differentialgleichung 
| lt 
art: = gu(lz).t 


dx 
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besteht. Wenn für C ein bestimmter endlicher Werth gesetzt wird, besitzt 
die Differentialgleichung (28.) ein Integral y, für welches 


im 7 = 1 


xz—=+VU t 


ist, vorausgesetzt, dass R(a,) >O ist. Wir wollen dieses Integral in eine 
convergente Reihe entwickeln: 


(31.) ya Y+Y+Y+t-, 
in der Weise, dass 


n 


ar a = (n=0,1,2,...) 
endlich ist. Wir setzen 
(32.) K.olE=#’f, 
so dass wir haben 
(33.) y= UR+R+R +) 
(34.) y = firfhf+hf+- 
und 
lim © = lim f, = ec”. 
2= +0 z=+0 


Eine Reihe von der Form (31.) erhalten wir durch folgendes Verfahren. 
Setzt man die keihe (31.) in die Differentialgleichung (28.) ein, so er- 
hält man 


% dY D I+1 
Ben 7 \ . 
Sat" - Sg(8Y) ; 
n=UV dt =U n—Ü 


ersetzt man in dieser Gleichung Y, durch Y,z”*' und vergleicht man die 
Üoefficienten von 7, T', T’, ..., 7”*!, so erhält man die Gleichungen 


1 dY, 
Bilr - = gu Yo. 
| aY, i 
get! Zr = 9 Y, +9 Y,, 
(35.) + @V, 
gti = gg; Y,+ 29, Y,Y, +9 0) 


+, 4" 
RN er yY.+F,lY,, Y,, ER Y.-.); 
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hierbei ist 7, eine Summe von Produeten von der Form 


ER PRRRES ; 


ee Hn1? 


wo m eine der Zahlen 1, ...., n ist, 4, ».., 4, Zahlen aus der keihe 
0, 1, ..., a—1 mit der Summe 4,—+--+u,., =n—m. 

Setzt man die Reihe (34.) in (28.) ein, so ergiebt die Vergleichung 
der Coeffieienten von t, f, f, ..., ?**' die zur Bestimmung von fi, fi; 
fr ++, fu dienenden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 


l 


af, 0 


dx 


rı A, r 

en = uhr 

(36.) f d , £ .) 
Fr tg hhtefe, 


dx 


WE f" 
Val / = nf. + F.lho, fi; oe, fi 1/3 


dx 





und zwar ist jetzt 7, aus fü, fi, -.. ebenso zusammengesetzt wie vorhin 
> FRE 

Setzt man schliesslich in (35.) Y,„=!F,, so erhält man die zur Be- 
stimmung von F, dienenden Gleichungen 





IF 
Pe: a) 
dx 
k+1 dF, ”2 
zZ ' — t Fi. 
dx gi 
(37.) dF 
, k+1 2 — > ( F F If. PR. 
= Te Furt gKo 
dF, 
k-+1 n wn h h A 
a en BE ren 
wo 2, eine Summe von Producten 
ul ER Re RR (m=1, ..,2N;: Bıt’ tan 4 NM) 


darstellt. 
Die Differentialgleichungen (37.) ergeben bei passender Wahl der 
Integrationsconstanten 
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F, — l, 
F, = F: in de, 
(38.) F, nie 4 un 9; de, 





x C 
F- / DulRos Fi 22 Facı) 2, 


rt 


[v 


V 





Hieraus erhält man unter Berücksichtigung von (32.) oder auch durch Inte- 
gration der linearen Differentialgleichungen (36.): 


fi u. 1, 

= Hlsas, 
‘ \ 2 Ö 0 
(39.) = tr Fer de, 








f. a f v st, .: fn-ı) "de, 


ir 





und aus (35.) ergiebt sich 





Yı u. t, 
x Y: 
Y =1t F nn. 
, , 2 ‚8 Y,+ EEE zu 
(40.) Y; = ef A 2 I de, 
lH Var EN) 
Y, u Fi 0° rn ne I de. 





Wir werden im nächsten Paragraphen nachweisen, dass die Reihen (31.). 
(33.), (34.) für hinreichend kleine positive Werthe von z convergent sind, 
wenn, wie vorausgesetzt wurde, NR(a,) > 0 ist. 

Die Differentialgleichung (36.) für f, besitzt ein einziges Integral. 
welches für limz=-+(0 einen endlichen Grenzwerth hat*); das ailgemeine 


*) Nach den Sätzen über die Riccatische Gleichung (Bd. 118). Die Behauptung 
ergiebt sich übrigens auch aus $ 1 der gegenwärtigen Arbeit. 
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Integral derselben ist 


—n : zu P,(f; f; 
A 1 Int / Ta 


rar Fe air. 
I "dx\: 
legt man der Integrationsconstanten e, einen von Null verschiedenen Werth 
bei, so ist lmf,= =». Das nothwendig vorhandene Integral mit endlichem 
Grenzwerthe entspricht demnach dem Werthe ec,=0, d.h. es ist durch (39.) 
dargestellt. 
Die Differentialgleichungen (36.) werden formell befriedigt durch 

Potenzreihen 

(41.) = MP + Mt l"xr+-- 
und demnach die Gleichung (28.) durch die Reihe 


(42.) y= Zdarpt, ars 


Diese Reihen sind jedoch im allgemeinen divergent. Wie aber früher ge- 
zeigt wurde, stellt die Reihe (41.) die Function f, in (39.) asymptotisch dar. 


ST. 


Um die Convergenz der in $ 6 aufgestellten Reihen zu beweisen, ver- 
gleichen wir die Differentialgleichung (28.) mit 


(43.) er =. = Ge, y) = gy+gYy’ +: 
hier ist 

(u = , 

= Hr +-, Ge. 
und zwar sind a,, as”, a{®, ... positive Grössen, welche die Bedingungen 
erfüllen: 

R(a,) > (os 
la <a, Ja] < a, 

Wir setzen, unter & den absoluten Betrag der in # enthaltenen Constanten 
C verstehend, 


1 


— fi . 
(44.) t=Ge *, 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 
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ferner 
2 3 1, 
19, 
dı = F; zur de, 
r * 219,5, +19, 
(45.) d = fi ‚7 ann de, 


BER Ye Pn(8o; 9: ... Un) 
SA BE ar nn 


\ 0) 





wobei y, aus 2, dadurch hervorgeht, dass man g,„, £, F,, ... durch g 
t, 3, » . . ersetzt. 
Wegen R(a,—a,) > 0 ist 


m» 


lim = lim -Ce 
z=+V) t Bi z=+0 & 


1 a, 
tz ak +) ar 
also 
Et <t fr Oo<2esze, 
wenn x, hinreichend klein genommen wird. 
Wenn die Reihe 


S Cr 
zn 
n=) 
für ODE 2 = x, gleichmässig convergent ist, gilt das auch für die Reihe 
SF, 


n=() 
Denn nach (45.) ist 5, für hinreichend kleine positive Werthe von x positiv, 
und durch Vergleichung der Formeln (38.) und (45.) ergiebt sich 
a 

'F,| — Sn: 
Ist nämlich: 

IF,| = > vu, s ..., 4-1) 
so ist 

"Gm Far Para! a t Q,. Gar Dans 

und demnach 


ID,(F,. Fri re ee, Fa 


also auch 
f: D,dx Ey #2: D,|dz En = pn dx 


> in ” ui L) 
ik } kt “ zart ° 
U v) 0 
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d. i. 
F| Ss 5%; 
w. z. b. w. 
Die Coefficienten von 9,, Q, -.. In (43.) wählen wir folgender- 
massen. Da die Reihe @(z, y) für 2 <1, y 1 convergiren soll, ist 


eine positive Grösse 9 so vorhanden, dass alle Üoeffieienten der Reihen 
(2), (X), ... dem absoluten Betrage nach kleiner als g sind. Wir setzen 
Q 


1—z ’ 


(2) =g+907+g92°+.- = 


indem wir 0 2<Z1 annehmen, so dass die Differentialgleichung (43.) 


übergeht in 


mit1 dy az Q u 3 3 \ 
(46.) er et — Y+Yy'+--). 


Um die Convergenz der hieraus gebildeten Reihe 


y == t B: Ft” — > My 


nn 


nachzuweisen, ziehen wir zum Vergleich die Differentialgleichung 


- 4 dn ” & 
(41.) ar er = Wy+9W+Y+--) 
heran, welche, wenn 
1 
t= Ge '*, 
also 
dx Br dt 
m gk+l ne t 
gesetzt wird, übergeht in 
dy ZH. 
(48.) t H = y+ YHy-+-). 


IR 


Letztere Gleichung wird durch eine Potenzreihe von t 
Yy=cttat+--; = 1 


befriedigt, welche, wenn die positive Grösse r hinreichend klein angenommen 
wird, für 't <r convergirt*). Bestimmt man nach der in $ 6 auseinander- 


*) Setzt man y=t;, so ist 

di 

dt 

und nach dem Fundamentalsatz ist eine und nur eine Potenzreihe 
; = tet+rce,ti+-- 

mit dem Anfangsglied c, = 1 vorhanden. 


0, 2 | 
— bi = 12 — ...), 
a (3 DB ) 
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gesetzten Methode die der Gleichung (48.) genügende Potenzreihe von t 


y aunan.ze 
so ist nach (39.) 


= :), 


—tı 


a ei 
| = gt ’ f zit td, 
(49.) ' 
£ —?2 27, + 0) 
R = 9t er | et fee dr, 


— 
_ 





nun ist aber 





na 
. fi t" dx y F; e ke de 
ii ; m na 
und demnach 
= 1, 
RE 7 
>. 
= _ RE +) 
T: 5 @ ’ 
2a, 


d.h. f, ist eine positive Constante und stimmt mit c, überein. 
Aus der Differentialgleichung (46.) erhält man nach (39.) 


jr .. 1, 
: A BR 
h = gt 2; A-r)aH td, 


0 
er 2f,hh+fs 


gt” (1—-z).*t t de, 


(50.) 


7? 
tv 


n = ef” EACH fin 2.0 Jen). -t"de, 


(1 ya 





wo w, eine Summe von Producten 


ne Fe 5 BR =n—m) 
Mi he Tsd. +1 w ü n;5 Kıt tim Zn 


ist, so dass w, aus 7, dadurch hervorgeht, dass man g,„ durch 1 und 
fs fis -.. durch fu, fi, -.. ersetzt. Nun ist aber, da 0 <xe<1 an- 
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genommen war, 


I, ? 
B Q Ber u T; T, 
a de = 
N eu J ger! 1— x 
Nachdem man gezeigt hat, dass 
f5 nf A T» y (v =U 1, ..., 2-1) 
— ic) 
ist, hat man 
” . z 5 Be a als, 1 
Ta Tanzı = 4 ) 0 (1 - 2)" 
ET Tu, Nr Aut 
= (Ad-z)1 
woraus folgt: 
- - \ BE w.(T,. = ...,-; 4 1) 
v.(lo, Th; ...; BER, Aa) 1 . 


Es ist also 


Bi: 2 ee si w.(h,: Es Su In-1) n 
pe gt &; A-ajrari taz 


) 


WE 


gt 


DE a _n 
en - t 


In—ı) n > 
A-ay t"dr, 


ss 
u f, 
"= A-sy 
Also ist 
neu „ot nn £ I ; 
Sir < il) 


nu nn ) 1—xr 


Nachdem die in t enthaltene Constante & festgelegt ist, lässt sich eine 
positive Grösse &, <1 sa angeben, dass für Or x, 


ist. Dann ist die Reihe 


55 BR ie Ba t 5 17 


n—U n—() 
für O0 <ze< x, gleichmässig convergent, was nach der zuerst angestellten 
Betrachtung auch für die Reihen (31.), (33.), (34.) gilt. 
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Wir können demnach den Satz aussprechen: 
Die Differentialgleichung (28.) 


+1 Ay 


en, = ne)ytrne)yt 


wird durch eine Reihe 
I 
y =.Tr, 


su 
befriedigt, welche, wenn W(a,) >0 ist, in einem Intervall x x, (r 
positiv und hinreichend klein) gleichmässig convergirt. Die Reihenglieder Y, 
lassen sich nach den Formeln (40.) durch successive Integrationen berechnen. 
Setzt man 


.. = 'f, (x), r=012%..) 
wo 
+: ++ 


1 1 1 a —) 
N = Ce (i ak 1 „R—1 x a; 


ist, so hat man zur successiven Bestimmung der f, die linearen Differential- 
gleichungen (36.), deren Integrale durch die Formeln (39.) dargestellt werden. 
Formell wird die Differentialgleichung (28.) durch eine Potenzreihe 


von x und t 
y= PDT SE Aa (ma=0,1,2...) 


4m 


befriedigt; die im allgemeinen divergente Potenzreihe von x, mit welcher t'*' 


multiplieirt ist, 
Ion E", 
m=V 


stellt die Function f,(x) asymptotisch dar”). 

Die Umgestaltung und weitere Untersuchung der obigen Reihen soll 
in einem späteren Aufsatze erfolgen, ebenso die Betrachtung complexer Werthe 
von x, von welcher zuletzt abgesehen wurde, weil es sich im gegen- 
wärtigen Aufsatze hauptsächlich um das Verhalten der Integrale auf einem 
bestimmten nach der singulären Stelle = 0 gehenden Wege handelte. 


*) Durch Reihenentwickelung der Integrale (40.) erhält man für y eine Reihe, in 
deren Gliedern, falls a; keine ganze Zahl ist, Potenzen von z’* vorkommen, multiplieir! 
mit Reihen, welche nach positiven und negativen Potenzen von & fortschreiten. Die 
oben eingeführte divergente Potenzreihe von z und ! zeigt eine gewisse Aehnlichkeit 
mit den einer linearen Differentialgleichung formell genügenden Normalreihen. 














Ueber rationale Auflösungen der Functionalgleichung 
Cy(a)y(a+D)+(A"n+B")y(n+1)—(A a+1)4+ B’)yim)+(A-A") = 0. 


(Von Herrn L. Saalschütz in Königsberg i. Pr.) 


Bei Untersuchungen über Kettenbrüche, welche ihrem Abschlusse 
nahe sind, war ich genöthigt, die in der Ueberschrift genannte Functional- 
sleichung ins Auge zu fassen. Dabei kam der Hauptsache nach nur der 
allgemeine Fall in Betracht, dass A’, A”, B’, B’, C von einander unab- 
hängige und, bis darauf, A > A">>0 voraussetzen zu müssen, beliebige 
Constanten sind. Die Gleichung genügt, um die Natur und den Verlauf 
der Funetion w(n) erkennen zu lassen, obgleich eine eigentliche analytische 
jeziehung zwischen w(r) und r in geschlossener oder gar rationaler Form 
sich nicht aufstellen lässt. In gewissen durch Bedingungen zwischen den 
obigen fünf Constanten charakterisirten Specialfällen indessen, die trotzdem 
für die allgemeine Untersuchung von zu grosser Bedeutung sind, um un- 
beachtet bleiben zu dürfen, kann w(r) auch in rationaler, geschlossener Form 
dargestellt werden. Die betreffenden Entwickelungen dem in Vorbereitung 
begriffenen Aufsatze einzufügen, scheute ich mich, sowohl weil das Gleich- 
maass seines Baues dadurch über Gebühr gestört würde, als auch weil die 
eine der beiden vorhandenen Klassen von w(r) für jene Untersuchungen 
nicht in Betracht kommt. Andererseits bieten gerade diese Entwiekelungen 
auch für sich selbst ein, ‘wie ich hoffe, nicht nur den Autor anregendes 
Interesse dar, und so mögen sie den Gegenstand einer besonderen, hier 
vorliegenden Arbeit bilden, welche durch sich selbst vollkommen verständ- 
lieh ist. 


un 
N 


Die Functionalgleichung: 
1) Cv@a)w(a+1)+(A"n+B")w(n+1)—(A(n+1)+B’)w(n)+(A—A") = 0 
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[3 


lässt sich, wenn wir dauernd die Abkürzung 
(2.) = PR 
und y statt C durch die Gleichung 


C=+ 


C 
einführen, mittels Auflösung nach w(a-+1) in die Form 
A'n+A'+B’)w(n)—c 


(3,) v(a+l) = 
(A'n+B")+ - v(n) 


setzen. Die Differenz ce muss von O verschieden sein, ausserdem sind die 
Constanten A’, A’, B', B"’ völlig willkürlich*); das Argument » ist als 
positive Zahl anzunehmen. 

Wir fragen nun: Welche Beziehung muss zwischen y und den anderen 
Constanten bestehen, damit w(n) sich rational durch diese und durch n aus- 
drücken lasse, und welches ist dann der Ausdruck für w(n)? 

Zunächst untersuchen wir, welchem Werthe w(r) für n= x zustrebt: 
derselbe kann eine endliche constante Grösse, etwa M, oder 0 oder & sein. 
Im ersten Falle würde die linke Seite von (1.) die unendliche Grösse 
(A’"—A')M.n enthalten, die sich gegen keine andere forthebt; dieser Fall 
kann also nicht stattfinden. Den zweiten Fall präcisiren wir versuchsweise 
folgendermassen: 


limy(n) =0, lim(ny(n))=1, 


Nn=R 


und hierdurch wird in der T'hat der Gleichung (1.) genügt. Endlich wird 
sie noch näherungsweise durch die Annahme 


c 
v(n) = G" 
befriedigt, denn hierbei heben sich die höchsten (zweiten) Potenzen von » fort. 


Es giebt also zwei Klassen von w(n): eine, die dem Werthe = und 


2 


. . C C . .. - 
die andere, die dem Werthe - EL oder zn zustrebt. Wir können indess 


die eine auf die andere zurückführen. Setzen wir nämlich in (1.) nach 


*) Die in der Einleitung erwähnte Bedingung A’>A">O darf also bezüglich 
ı(n) aufgegeben werden. 








Saalschütz, über rationale Auflösungen einer Functionalgleichung. 293 


Substitution von C = 


ee & 
vn) = . 
ie Pen) 
multiplieiren die Gleichung mit 7(n) ?(n-+1) und dividiren sie durch «, so 
erhalten wir: 

ce ,„ aryr : . dY 

” fi A'n 'ı P'\ W/a L/A'aLRT'\ W/o\ı u 

z P(n)P(n+l)—-(An+A+B)FP(n+1l)+(An+B)7(n) ® 0. 
Setzen wir nun, um die Form der Gleichung (1.) wieder herzustellen: 

A) AA, M=-A, B=A-B, B"=—(A+Bi), 


i 


so bleibt AA—A/ = A— A" = e invariant, und es ist « so zu bestimmen, dass 


un A = 5 
wird; das giebt: 
e® 
a = 
. C Y . a . . .. 
dadurch wird gr und die ganze Gleichung geht in folgende über: 
e” | — P(n) P(n+1)+A/n+B)) Fn+1)—(Aın+A-+B)Fn)+c = (0. 
5) 1° 
| e= A—A.. 


Diese hat genau die Form der Gleichung (1.) und ihre Constanten A,. A,, 
B,. B\ sind mittelst (4.) durch die gegebenen Constanten ausgedrückt. Ist 
aus Gleichung (5.) 7(n) gefunden, so folgt: 


( 1 
6.) wr(y m = . 
(6.) »(n) y ln) 
2. B. ergiebt sich für sehr grosses » aus: 
ns 1 
?(a) = 
; 8 N 
der Werth 
c’ C 
vn) = n = N 
va)=n=.n, 


der oben direet gefunden wurde. 
Wir brauchen daher nur eine Klasse näher zu betrachten und wählen 


dazu diejenige, die für sehr grosses n dem Werthe „ zustrebt. 
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$ 2. 
Bei der Beantwortung der in $ 1 gestellten Frage müssen wir ge- 


wissermassen in umgekehrter Ordnung zu Werke gehen, indem wir zuerst 
die Form von w(n) feststellen. Da dasselbe rational und in geschlossenem 


r B. . 
Ausdruck erscheinen und dem Werthe Fr für unendlich wachsendes » zu- 


streben soll, kann es nur folgende Form besitzen: 


‚in n"1+4r nt... tr 
1.) vn) = ne h 
f ? 
worin 4 eine positive ganze Zahl und r,, ..., "ri, Sı5 +» ++, 5; unbekannte 
von A abhängige Constanten sind. Dabei zeigt sich der unerwartete Um- 
stand, dass A beliebig gewählt werden darf, wenn nur y in richtiger Art von 
A, A', B', B’ und i abhängig gemacht wird. 
Wir wollen zuerst den Specialfall = 1 durchführen, setzen also 
1 1 
vn) = ——— v(n+l)=- Ä 
vn) n+s, ’ Pin+l) n+s, +1 
Erweitern wir die linke Seite von (3.) im Zähler und Nenner durch den 
Factor A’n+z, wo 3 eine zunächst unbekannte Constante ist, so wird 
aus (3.): 
A'n-+z _ (An+A'+B’)—c(n+s,) 
(A’n+z)\(n+s +1) de) 100 Mr 
A X Bu, (A'n+B")(n+s,)+ n 
und nun giebt die Vergleichung der Coefficienten von »', n‘, », Zähler 
gegen Zähler und Nenner gegen Nenner, ohne Schwierigkeit die Werthe: 
8) (| z3= B"-A', y= AB'-AB-2AA, 
f 
vn ' „ ’ 7 
les, = A’+A"+B’-B", 
und daher 
C 
vn) = ——— in ° 
P(n) en+(A'+A"+B'—B”) 
Wir gehen nun zum allgemeinen Falle über. Setzen wir in (7. 


n+1l an Stelle von z, so werde 


i—1 


9) "N gen u er 
n’+ 3, o,.nt* 
1 
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darin ist 


(10.) | 0: == nr, +@—k)n, +aA—k+l)ır. + +G-2) ir +(4—1 4 
lo, = + A—k+l)s + Akt, + + AV), +4 


woraus insbesondere 
(10°,) 0, =n+4-l 959=s+4. 

Fügen wir bei w(»+1) wieder oben und unten den Factor A’n+z 
hinzu, multiplieiren die rechte Seite von (3.) oben und unten mit dem 
Nenner von w(n), setzen 

(11.) A+B =E, 
d.h. führen statt der Constanten B’ die Constante E’ ein und bezeichnen 
Zähler und Nenner der linken und der rechten Seite von (3.) nach den 
angegebenen Erweiterungen mit bez. Z, N, Z, N,, so haben wir die 
Gleichungen: 

(12.) Zu, =2, N,=N, 


und zwar ist: 


I 


a | 
(13.) Z,=AwW+2ı (Er, +Ara-esu)a; (nel, r, 


(14) N,= AWt+ z(B"s + As + nm.) =1,85.=0,r_,=0), 
0) Ü 


J—1 


(15.) 7 _ A'W+5F: (A’o.ı t92)n’"'; (@, —— # 0, = 0). 
ı 


5) 


} F 7 nz 
(16.) NA t"+ (Aa, ts); (a=1L %,=0). 


Die Gleichsetzung der Coefficienten von »’ in der ersten und von »’*' in der 
zweiten Gleichung (12.) liefert identische Gleichungen; die Gleichsetzung der 
Coeffieienten von »* in der zweiten (12.) giebt mit Rücksicht auf (10%.): 
(17.) z = B'-i4", 

wodurch also z bestimmt ist; doch wollen wir die Bezeichnung z als Ab- 
kürzung: beibehalten. Durch Vergleichung der Coeffiecienten von »’——' in 
der ersten Gleichung (12.) erhalten wir, wenn A’=c+A" gesetzt und die 
erste Gleichung (10.) benutzt wird: 





CH = ern tE r; 
(18.) Die HD. +U-H-Din.+ +OSD,., 
—- zn +4 —k)rn_ı+ B—k+l)rn st +a—1). 


40 * 
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Benutzt man nun diese Gleichung, indem man darin k, k—1, k—2, ..., 0 
an Stelle von A setzt, um die sich ergebenden Werthe von S.;1, S> +++, 8ı 
in die beiderseits mit e multiplieirte zweite Gleichung (10.) (mit k+1 statt %) 
einzusetzen, so erhält man eine Gleichung, welche o,,, durch rn ra ++, 9, 
ausdrückt. Ersetzt man auf ihrer rechten Seite e durch A—A", so ergeben 
sich die Coeffieienten von A’ und E’ ohne weiteres, die Coefficienten von 
A’ und z mit Hülfe der leicht beweisbaren Summationsformeln: 

u+(m) (u+l)+(m),(u +2) + -+(m),(u+m) = 2"u+2"”'m, 
woraus: 
GR 1, BD DON 

++ (@4—k+h—-1),@—k+h-1) + @—k+Nı 
ae Fre 


er ‚9/91 __9 Ey 
"1 2" (21 —2k+h-1): 





und 
(«+m—1),+ (u) (u+m—1l),_, +(u+l),(utm-—-1l)..+ 
+ +(u+m—2).(u+m—1l)+(utm—1), = 2"(u+m-—1), 
und wir erhalten: 
CO, +1 — A rt Ahr (A —k-+ rn + A—k+2);r,_.+ . + (Mrrıl 


7 y) 14 (.—k 1 )/)7 
—A In. +1.22-2k-1)r,+ \ - 2(21— 2k)r,_ı 


(19.) 4 EED, a nat + in (2A 2k+k1), 


+E\, +G@— Mn + a k+HVY.n.++@—V),| 
—z/n +24— kn + Gi— kr, + +21). 
Dureh Subtraetion der Gleichung (18.) von (19.) folgt: 





A 
c(0; +1 — 841) . c(A—k) r.+ A 2 (4 —k+ h), Hl 


(A—k+h— 
h+1 


k k 
+E' S, Q—k+h-1),no-3 I 2 —-1)G—k+h-1)ın. 


(20.) A" Z, m a _a-h+2h1)+1 





Wenden wir uns jetzt zur Gleichung: 
(12.) N, aus N,, 


deren linke und rechte Seite durch (14.) und (16.) gegeben sind, und ver- 
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gleichen darin die Coeffiecienten von n“”, so erhalten wir: 


B s,+ A HT 


Y 
N, ' = 
C 


oder wenn B’ 
(21.) 


In dieser Gleichung können die Differenzen (o,,, 


durch (17.) eliminirt wird: 


A f 
A c\0, 1 u ' +1 


Ok) 


s, vermöge (20.) und (18.) linear durch die r, ausgedrückt werden. 


man dann k= 


—4,5,)+c2(0,—$,) = 


St ‚wie 


Setzt 


S N 1) und (9, —$,), 


1: ,, so erhält man ein System von Gleichungen, 
deren erste und letzte folgende sind: 
(22) —A’er +(4),AA"—(1-1),A"A’—A'(E—2)+c2%4 y 
(} cz—-A’KE—-z)Ir,_,+2(A+2+A+E)(r,.+r,o,++r +1 
(23.) \ , > i P 
| iii +3)(2r, „+ 2’r,_3+.-+2°"r +2’ r:_N1Y- 


Im allgemeinen sind sie aber von folgender Form, 





worin die a: Constanten. 


die aus bekannten Grössen zusammensetzbar sind. bedeuten: 
1 1 
a,ı —Y) VD, 
a,r a —Y)rı TG = U 
3 ; ; 3 
ui re A ay\y 
(24,) a1; +7, —-Y)n tar ra : VW, 
i—1 I—1 i—1 A—1 
GN TG. - Yin t tar ta 0, 
) ) 2 
(a; -1 Pr ‚t@&_.n.ttar, 14, =WV. 
Hieraus ergiebt sich eine Gleichung Aten Grades für y, nämlich: 
fi I , ’ 
d,_ı Y G;_>2 d, 3 da, dA, 
1 i-1 .—1 ,—]1 ,—1 
G,_, (s_.-7Y) 9-3 er 
(25.) 2 1-2 RR OR = 0; 
u ) ( u 
( a,_ > d, se J d, a ) 
| 1 1 


Diese Gleichung beginnt mit den Gliedern: 


- 1)‘ Ir-(Zua, 7’ 


(26.) 











298 Saalschütz, über rationale Auflösungen einer Functionalgleichung. 


und es möchte wohl ziemlich unbequem sein, die Gleichung (25.) voll- 
ständig zu entwickeln und dann aus ihr direet die Wurzeln zu erschliessen. 
Wir gelangen glücklicherweise auf indirecte Art zum Ziel. 


S 3. 

Sei es gelungen, eine Wurzel der Gleichung (25.) nach Festsetzung 
von 4 zu finden, und hiermit, vermöge der Gleichungen (24.) und (18.), die 
Funetion w(n), wie sie durch (7.) dargestellt ist, wirklich aufzustellen. 
Dann darf natürlich, wenn q eine beliebige Constante, d.h. von » unab- 
hängige Grösse ist, statt (7.) auch: 

(ar nr +rı)R +9) 





win = ak eng u ra 7 
pi ) (n* +s,nt=!4...+87)(n+g) 
gesetzt werden, oder nach Ausführung der Multiplication in Zähler und 


(27.) 


Nenner, wenn die Bezeichnungen 


28.) [ r, — r.t+qgr.-ı: k=1,2%,...,1) 
Lo. 
| s, == 8.7 98,-1: (k=1,2,..., A+l) 
insbesondere: 
” „ — . ] PR — . „ — | „r — > 
(29.) ‚Sn TG: AFPPITEnHn HOLT An 7 


eingeführt werden, auch: 


Da 3 SI a u 
(30.) v(n) = 7; en ne 
wir behaupten aber: 

A) Es giebt einen und nur einen Werth von g, der es bewirkt, dass 
das in (18.) zusammengefasste Gleichungssystem richtig bleibt, wenn darin 
r und s’ (im Sinne von (28.) und (29.)) statt bez. r und s, und 4+1 statt 
), gesetzt wird. Die Auffindung dieses Werthes von gq bedarf nicht der 
Auflösung von (25.), sondern er ist direet angebbar, nämlich: 

B'—QAH+1)4" 


(31.) q == gi’ ae 


B) Es bleiben hiermit auch die Gleichungen (21.) oder (24.) für 
+1 statt A und den beibehaltenen Werth von y richtig, oder, präciser ge- 
sprochen: Wenn man das System (24.) für A+1 statt A bildet, wobei unter 
anderem: 3 = B"’—(4-+1)A” zu setzen ist, darin statt v,, r,,...,r; beziehungs- 
weise die durch (28.) und (29.) gegebenen r\, r3, ..., r; substituirt und für 
y den bisherigen Werth beibehält, so erhält man ein System richtiger 
Gleichungen. 
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Wir nehmen diese Behauptungen zuvörderst als erwiesen an, und 
ziehen daraus weitere Schlüsse. 

Sei y, der bisherige Werth von y; ist nun das System (24.)y,1*) 
für r, als neues r,, r, als neues r, etc. und „=, richtig, so genügt =}, 
auch der aus (24.);;, durch Elimination der r, entstehenden Gleichung 
(25.)a+1„, d.h. die Wurzel y=y, der Gleichung ten Grades (25.) bleibt auch 
Wurzel der Gleichung (4-+1)-ten Grades (25.)...- 

Multiplieirt man ferner die rechte Seite der Gleichung (30.) oben 
und unten mit n+g, wo 


B"—-()-+2)4" 
32. 4. = R ) 
(32.) 7 r 
so dass für w(») die Form: 
nAtHılıLr' mL... tr), 
(33. v(n) = - L 
\ ) T ( , nit? Hs mtr. +], 2 


entsteht, so kann man die analogen Schlüsse wie früher machen und also 
folgern, dass „=7,, welches eine Wurzel der Gleichung (25.) war und 
Wurzel der Gleichung (25.);;., blieb, auch noch Wurzel der Gleichung 
(25.)a4+9 18t. — Diese Schlussweise lässt sich beliebig weit fortsetzen. 

Zur bequemeren Darstellung haben wir den Grad der Gleichung 
(25.) durch einen Index angezeigt; führen wir denselben noch als oberen 
Index für die r, und s, ein, so lassen sich im Anschluss an das eben Ge- 
sagte noch folgende Ergebnisse aussprechen: 

Il. Wenn man mittels der den Gleichungen (24.) entsprechenden 


,+1 /+1 +1 


und als (24.)..1, zu bezeichnenden Gleichungen die Grössen r,, nr, ..., 7; 
berechnet, indem für die Wurzel 7, der Gleichung (25.).,.., genommen 
wird, so lässt sich der Bruch: 


A+1 +1 

/. i—1| Bo 

‚( ) Bi n+rn  .4n 
U n Ko +1 )+1 
; AH Le mL... Le 

n In r sıH1 


durch n+gq (s. Gleichung (31.)) heben; berechnet man aus den Gleichungen 
+2 +2 


24.) +2, die Grössen 7, ..., %,;1, Indem wiederum für y die Wurzel y, der 
Gleichung (25.);+.,; genommen wird, so lässt sich der Bruch: 


A+ 2 ae 
+1 ) 
Hr mteehr 
w(n) = ' | 
' 1 I. I. Y «+ 
A+2 |; A+1l le 
n*? u S, n 2 u, Fe 


*) d.h. (24.) für A+1 statt A. 











300 Saalschütz, über rationale Auflösungen einer Functionalgleichung. 


durch (a+g)(n+g') (siehe die Gleichungen (31.) und (32.)) heben; — und 
so weiter fort, wobei immer der zurückbleibende Bruch die Function w(n) für 
den Grad 4 ist. 

ll. Die Gleiehung (25.)., hat eine Wurzel, sie sei y,; die Glei- 
chung (25.)., hat die Wurzel y, und ausserdem noch eine zweite y,; die 
Gleichung (25.);, hat die beiden Wurzeln y,, %, und ausserdem noch eine 
dritte 7;, überhaupt irgend eine Gleichung (25.);, besitzt alle Wurzeln der 
vorangehenden (25.),_,) und dazu noch eine ihr eigenthümliche, sozusagen 
primitive Wurzel. 

Dadurch gewinnen wir ein Mittel, um die Wurzeln der Gleichung 
(25.) zu finden, ohne die Gleichung vollständig entwickeln und auflösen 
zu müssen. Wie nämlich aus (26.) hervorgeht, ist: 

RA 


! [3 | I m v [2 
Hr zıT ra Zi — Zr4,_1} 


bilden wir also die rechts stehende Summe, was uns möglich sein wird, 
und bezeichnen sie mit P(4), so ist 

/) N Ay. ER 5 Pe 7 N 

(34.) yı > DO) b(A 1). 


s 4. 

Nachdem durch die Folgerungen I und II, insbesondere durch die 
Gleichung (34.) des vorigen Paragraphen die Tragweite der darin auf- 
gestellten Behauptungen dargethan worden, unterbrechen wir die Reihe der 
Schlüsse, um diese Behauptungen selbst zu beweisen. Gemäss (18.) ist: 





cs; = en +|E— (A— ki) A—zir_. 
(3D2.) k-1 
ei, — 5 | A'+(.—k-HU lm 
BEN D) | O)n+14 Kr [) „Zi Mn 
1 
cs, = ent) E—-(—k+)A'—zir,_, 
(36.) k--1 
ver 3, |A—k+h+1), A" + Q—k+hH1)3} 
h|\” Ar )ıHı +(A rAr1),3|fı-ı 2 


1 

wobei die Summation in (36.) bis —1, statt nur bis k—2, ausgeführt wer- 
den darf, weil der letzte Summand wegen des Factors r_, verschwindet. 
Wir setzen jetzt in (35.) A+l an Stelle von 4, dadurch geht z wegen (1X. 
in 3—A” über, und die aus s, und r, (k=1,2,..., 4) hervorgehenden Grössen 
bezeichnen wir mit bez. s; und r,. Dann ist 

Fr = en +!E-QG—k)A'—z!r,_, 

| 


/9)7 
(Bl. 


ns 


k—1 
ie zZ (A-+1— k-+h),.. A’+(i+1— k+h),2—-A")Ir,_.-. 


l 
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Mögen nun die Grössen r, die Bedeutung der durch die erste Gleichung 


(28.) gegebenen haben; soll dann s, die Bedeutung der durch die zweite 
Gleichung (28.) gegebenen gewinnen, so muss sich q so bestimmen lassen, 
dass aus den Gleichungen (35.) bis (37.) die folgende 

(38.) cs, +qs_,)—-cs, = 0 
hervorgeht. In dieser Differenz heben sich die Glieder mit r, und r,_, von 
selbst fort, und es ist: 

k—1 

(+ gs_,)— ec, = — Ag. +Fıl(—k+h), A'+(k—k+h),_,zr 


1 


(39.) 


} 


- A 3, (4 — k un. h je L; r N 5 q N, 
l 





k—1 
setzt man in der Summe 3,(4—k+h-+1),r,_,_.,. welche aber auf die Grenzen 
1 


1 bis k—2 beschränkt werden kann, A=r-—1, sodass sie für 7 von 2 bis 
k—1 geht, dehnt sie nach unten hin bis 7=1 aus, wodurch das erste Glied 
auf der rechten Seite von (39.) mit hineingezogen wird, und schreibt wieder 
h statt 7, so erhält man folgende Umformung: 


k—1 
cs +qgs_)—cH = Ful—A'g(A—k+h), 


1 
+A"(@—k+h),— (A—k+h+1),)+2(4—k-+h),_,\r 
—A'g-A' +2) Iı (,»—k+h),_, 
Gilt also die Gleichung 
(40.) A (l1+9)-3 = Q\, 
so verschwindet die rechte Seite der obigen Gleichung und unser Zweck 
ist erreicht; dies ist aber wegen (17.) der Fall, wenn 
B'—-(+1)4" 
41. g = nf 
(41.) 1 A 
ist, welche Gleichung mit (31.) coineidirt. 
Bezeichnet man ferner mit o, dasjenige, was aus o, (siehe zweite 
Gleichung (10.)) hervorgeht, wenn darin 4+1 statt 4 und s; im Sinne der 


‚+1 
zweiten Gleichung (28.) statt des allgemeinen s, gesetzt wird, so ist: 
(42) 5 = s+(-k42),5_1 +0 -k+B),8,.+-+(4+1) 


und hier lässt sich die rechte Seite mit Rücksicht auf die zweite Glei- 
chung (28.) bez. (29.) leicht durch o, und o,_, ausdrücken. Man kann 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 4] 
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nämlich die zweite Gleichung (10.) und die aus ihr durch Substitution von 
k—] an Stelle von % entstehende in folgender Art schreiben: 

5 = + —k+2),—1)5,_,+/R—k+3), -QA—k+2)s+-, 
Sk—ı +(@—k+2), S.2+°"*, 

G = St —k+2),xXs_.+(—k+53)): x Sat. 
Multiplieirt man diese Gleichungen mit bez. 1, 1, q und addirt die vertical 
unter einander stehenden Glieder, so erhält man genau die rechte Seite 
von (42.), also ist: 

(43.) = + (l+N9 1, 
wovon wir sofort Gebrauch machen werden. 

Die Behauptung B) des $ 3 lässt sich, wenn y, eine Wurzel der 
Gleichung (25.).,, ist, nach (21.) durch folgende Gleichung ausdrücken: 

(4) Aclaı-sn-A+D)s)+ez—- A") —S) = N_iYı> 


und die Richtigkeit derselben muss also bewiesen werden. Es ist aber nach (21.): 


| 
Di 
) 
en 


ACH Hans) +C3(0, -8) = N-afıs 

Aclo —H Ag_ı)+ 03 1-1) = Ni-afı 
also, wenn die erstere mit 1, die zweite mit q multiplieirt und dann beide 
addirt werden: 

(44°) A’cko,.,+g0)— 1 —4s|+c23|(0, +99 _)—S = Ni 

Zieht man von dieser riehtigen Gleichung die vermuthete Gleichung (44.) 
ab, so entsteht nach geringer Zusammenziehung, als des Beweises bedürftige 
Gleichung die folgende: 

ACH. tg tn) + e3(, +90, ı 0) = d; 
lie linke Seite ist aber mittels (43.): 

A’c(l+g)09,_,—c209,_, = 60, ,(A’+A'g-2), 

und dies ist nach Gleichung (40.) in der That gleich Null. Somit sind 
die unseren Schlüssen in $S 3 vorangehenden Behauptungen erwiesen, und 
die Schlüsse selbst treten in Gültigkeit. 


Um nunmehr an (34.) anknüpfen zu können, haben wir die Summe 
 k 


P() — SrQ,_; 
1 


zu bilden. 
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Zu dem Zwecke suchen wir die Coeffieienten a, und a,_, der ersten 


k f 
beiden Glieder der linken Seite von (21.) a,r, und a, ,r,_.. Es ist gemäss 


(20.) und (18.): 


» (Aa—k)(3R—3k-+1) 
5, 


Ede al } .\ ) 17 m \ f 
c(O,,1— 841) — e(A—k)r,+ ,A (,—k+1),— A 
ı_/P" e\f 2 \t . 
+(E 7.) 4 -k),r, 
cs. = en+(E-3)-A’@-hint- 
e(—8) = e(a—k+l)rnıt 


Multiplieirt man diese Gleichungen bez. mit A’, —A"), z, so giebt die 
Addition nach sehr leichten Umformungen: 


(46.) be = —A'ck, (k=1,2,...,4-1) 
(47) Ya = A"|AQA—k+1),—A"(3QA—k+1),—QA+l)A—h), 
—(E—z)k+ez(i—k+1),., (k=1,2,.... 4) 
woraus speciell: 
(48.) 5). 


Mittels der bekannten Formeln 


aan, = G-DAa+n 


1.2.3 
En . (+1 
By (—k+ 1), = Bi x = ) 
} N - 


folgt dann leicht: 


Kr en - 2er 


oder mittels Substitution der Werthe von z und E' aus (17.) und (11.): 


D() === _ 4 4" +A+D@4+D) +(A'B"—-A"B—-A'A”) .()+1) 


6 EN 2 


folglich 


. ! 1 u. / 2i— ! z 7 ! ’ ZEN (k— )) 
Ba-1) = - 14 CDEID pr B- 1a CR, 


BÜ)-BA—1) = -AA'RHAB"—A"B AA") 
und somit nach (34.): 
(49.) yı = (AB"-A'"B—-AAN— A AR. 


41* 
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Die Wurzeln der Gleichung (25.) Yı Ya Ys ++, 7, deren letzte keiner 
früheren Gleichung zukommt, bilden somit eine arithmetische Reihe zweiten 
Grades. 

Setzt man diese Werthe und insbesondere den letzten derselben y, 
in die Gleichungen (24.) ein, so folgen im gegebenen Falle nach einander 
und linear, also ohne jede Schwierigkeit, die Grössen r,, ..., r,_1”) und 
hieraus mittels (18.) die Grössen s,, ..., s,, deren letzte, für k=4-—1, 
(r,=0) den Werth hat: 


- 1 Al \ I 
(50.) = — (E-San-3(no+n-st+n+Dl. 


Zur weiteren theoretischen Entwickelung machen wir von diesen 
(rleichungen (24.) nur soweit Gebrauch, dass wir die Grössen r, und s, 
mittels derselben nach fallenden Potenzen von y entwickeln und nur den 
Coefficienten der höchsten Potenz feststellen. Sie ergeben: 


1 


a,r, — zur 
41, = NY", 
GN = N-YTt" 
also kommt wegen (46.): 
51.) TR 200 ERROR =, 2. en 


7’ k(A'c)! 
und weiter wegen (18.): 
ayk 
IEoON ! \k / a 
(\V2.) s,. = Tr, r + = —]) - n ... (k=1, 2,..., 4-1) 
b; i a ( " k'(A'c)* r 
*) Wenn das Gleichungssystem (24.) bekannt ist, kann man daraus mittels der 
Methode, welche die Gleichung (44*.) entstehen lässt, und mit Benutzung der aus (23.) 
folgenden: 
rn = nn t+tg note tg, k=1,2,..., 4-1) 
! ! 3 pP» 
0= n—-qn-ıTtq9 n_2t..+g 
das Gleichungssystem (24.).a-+1), bilden. Die ersten A—1 Gleichungen folgen unmittelbar 
in der genannten Art, die Ate und die (A--1)-te, indem man diese Gleichungen so be- 
ginnen lässt, wie es die Gleichungen (46.) (für k= 4) und (48.) (für +1 statt A) be- 
dingen. Schliesslich sind bei den r; die Striche wegzulassen oder durch den oberen In- 


dex A+1 zu ersetzen, und statt y, ist y zu schreiben. Da nun sämmtliche Werthe 
% 
Yı5 Y, Y, ete. aus (49.) direct zu finden sind, so kann man auch die r; successive finden, 


ohne auf die Gleichungen (18.) bis (21.) zurückgehen zu müssen. — Vgl. aber die Anm. 
am Schlusse des $ 5. 
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und wegen (90.): 


E'- 


u; -3 E'—z in 
(88) 4 = nt = 1 7 


ce QB-VNAey- 


Es haben somit, wenn das Vorhandensein niedrigerer Potenzen von y durch 
Punkte angedeutet wird, Zähler und Nenner von w(n) (s. (7.)) die Form: 








Zähler von w(n) = Zn, 4) 
)—1 7 ) PR, u ii ) 7 en 
Br = n'— (5 +: )n’” _ n 
(94.) Er“ (ara c) + 
1-4 y' l 
/ \fA -1)!(A’'c)X / 
Nenner von w(n) = N(n, 4) 
fi Y ' \ / u. [ y \ 1.2 um 
7% == —( T ...)/N uni — 1. )M ... 
II.) YR?, r\ 21(Ac” —- u 
/ yı-ı | of E—: yimı 
a Ly If +++)n ı en J1lj . d 
\ / \ (A—1)!(4A"c) 1 \ { J \ n 1 1)! ", ) 


worin 

(17.) 3 = B'—-iA. 
Darin bedeutet 7 irgend eine Wurzel der Gleichung (25.), doch liefert nur 
die letzte y, einen nicht redueirbaren Ausdruck für w(n). 

Wir brauchen uns aber nieht mit der durch (54.) und (55.) an- 
gegebenen Form von w(n) zu begnügen, sondern können uns vermöge der 
vorangehenden Betrachtungen für Zähler und Nenner von w(») vollständige 
und übersichtliche Ausdrücke schaffen. Dazu bezeichnen wir zunächst, um 
uns etwas bequemer ausdrücken zu können, die durch (31.) gegebene Zahl 
gqfüri=1,2,5,... mit bez: —n,, —n, —n;, ... sodass überhaupt, in- 
dem wir als Index 7 (statt A, um Irrthümer zu vermeiden), gebrauchen : 


(96.) Em. e en 
ist. Dann lassen sich die Resultate I des $ 3 folgendermassen aussprechen: 
Für 7=y, haben Zähler und Nenner von w(n) keinen Factor ge- 
meinsam; 
für y=Y,-ı Ist Ihr gemeinsamer Factor: 


Nn—NR,_ıs 


für =, Sind ihre gemeinsamen Factoren: 


- 





Nn—N,_2, 





Nn—nN, 13 
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für y=y,_; Sind ihre gemeinsamen Factoren: 
N—N_, N—N_., Nn—N;_.: 
u. 8. W., 
für y=jy, sind ihre gemeinsamen Factoren: 
n—nı, NN, 0 N-N_ı: 
Der für y=y, (t<4) nach Absondernng dieser Factoren in Zähler und 
Nenner übrig bleibende Bruch ist w(n) (für 7 statt 4.) in unreducirbarer Form. 
Aus dem Obigen ergiebt sich: Der Zähler sowie der Nenner ver- 
schwindet in jedem der folgenden Fälle, wobei die Klammern bedeuten, 
dass die beiden durch sie umschlossenen Gleichungen gleichzeitig gelten 








sollen: 
/ u 1 [7 = Yı-ıl 1 = Yı-s| etc. bis / Ps 7 ı| 
In = N; J In = N...) In = n,_,) In = n,} 
Bde de ee 
In = n,_.J In = VE = n,) 
(57.) an — MW. F nm — A 
FRE 0 TR 
In = n,_.J In = n,) 
3 
In = n,_,) 





Dies führt zur Aufstellung muthmasslicher Ausdrücke für Zähler und Nenner, 
welche wir nunmehr von einander trennen. 

Der Zähler von w(»). Wir behaupten, dass der Zähler durch folgen- 
den Ausdruck gegeben wird, worin die C, sogleich anzugebende Constanten 
bedeuten, und welcher Ausdruck für y=;, siehe Gleichung (49.), in seiner 
unredueirbaren Form*) erscheint: 

Zn, 4) = C,(n—n,_,)...(n—n;,)(n—n,)(n—n,) 

+C,(n—n,_,)...(n—n;)(n—n,)(y—7ı) 
(88.) +6, (a—n;_1)...(n 2) 72) —71) 
+00 =9n)+ 9097) 





Pr 


“) d.h. in einer derartigen, dass für y=yı Zähler und Nenner keinen Factor mit 
einander gemeinsam haben. 
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Denkt man sich die einzelnen Zeilen ausmultiplieirt, so beginnen die 


Producte mit n’"', n’*y, n’"’y°, ..., 7°, und zwar kommt jeder dieser 


Ay” m,’ 
Terme nur dieses eine Mal vor. Daher ergiebt der Vergleich von (58. 
mit (54#.), falls überhaupt die Form von (58.) richtig ist, die Werthe: 


(59.) B0rE OR VERAV ER | 2. VORREEREE. DENE) 0-23...) 


Nehmen wir nun an, dass diese Werthe in (58.) substituirt seien, so folgt 
die Richtigkeit von (58.) sehr einfach, wenn wir den Schluss von 7 auf 
+1 mit dem Satze verbinden, dass eine ganze algebraische Funetion mten 
(rades einer Variablen dann bestimmt ist, wenn sie für m Werthe dieser 
Variablen bekannte Werthe besitzt, und wenn ausserdem der Coeffieient 
ihrer mten Potenz gegeben ist. 

Wir nehmen nun an, dass die Gleichung (58.) richtig sei, wenn statt 


) darin 1 oder 2 etc. oder 4—1 gesetzt wird, dass also z. B. die Gleichun- 


gen, von deren Gültigkeit man sich direet überzeugen kann: 


=1; Z(n, 2) = (n—n)—- 


N 
Z(n, 1) 


/ 


richtig seien. Ferner ist die rechte Seite von (58.) eine ganze algebraische 
Funetion (—1)-ten Grades von y; ertheilen wir nun dem 7 successive die 


Werthe 7, 7» %» ---, %—-1, 80 erhalten wir bez. für Z(n, 4) die Werthe: 


(n—n;_,)...(n—n,): 
(Rn —n,_,)...(R—n,)n—n,)+C,(y1—yı)l = (n—n,_,)...(n—n,)Z(n, 2 


(n—n,_,)...(n—n,)Z(n, 5): 
etc. 
(n—n;_,)Zin, 4—1): 


diese Werthe sind es aber, welche dem kurz vor den Gleichungen (57. 
hervorgehobenen Passus zufolge in der That durch die obigen Substitutionen 
erzielt werden sollten. Endlich ist der Coeffieient von y‘”' gleich dem 
Coeffieienten hiervon in (54.) und somit die Richtigkeit des Ausdrucks auf 
der rechten Seite von (58.) bewiesen, und zugleich auch bewiesen, dass 
er, weil identisch mit (54.) für „=7, die nicht redueirbare Form von 
Z(n, 4) liefert. 

Der Nenner von w(»). Wir führen zunächst eine neue abkürzende 
Bezeichnung ein. Der im letzten Summand von (55.) stehende Factor ist 














‘ 
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nach (11.) und (17.): 
E'—;z A'+B'—B" +14" 


C C 


d.i. nach (96.) 


( 


ß l ABA" N;_,), 
und nun setzen wir: 


60.) H, = 1 (A'tB'+A"n,); 


( 


dann schliesst also N(», 4) in (55.) mit 


/6 A yi m 
-. DH ara) 


Für =1 ist somit 


' | A'+B’+4'—B' 
(62.) N(n, 1)=rn+H,=n+ —- - ' 


was mit der zweiten Gleichung (8.) übereinstimmt. Für 4=2 ist nach 
(55.) mit vorübergehender Einführung zweier sehr bald herausfallender Con- 
stanten D, und D:: 


. \ „ 
Nina, 2) = ®-(,,+Dı)n-(H, 5; +D.); 
( s 6 | 1 / zur 7 2 
semäss (57.) ist aber 


0 = m-(Ji-+D,)m-(H,--+D.) 


also durch Subtraction bei Beachtung der Identität: 


yn—yın, = n(y—-Yı)tYıln—n): 
B j n/ \ y— 
Nin, 2) = (n—n,)(n-+n, — ru7 =D, )- m I (n+H)). 


Nun muss aber für y=Y\: 
N(n, 2) = (n—n,)Nin, 1) 
sein, also ist der Factor von (»—n,) nach (62.) (»a+H,) und somit: 


(63.) N(n, 2) = (n—n,)(n+H,)— 2 A (n+H,). 


Die Ausdrücke (62.) und (63.) führen zur vermuthungsweisen Aufstellung 
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folgender allgemeinen Gleichung: 


N(n, 4) = ee 
+6, (n—n;_,)...(n—n)(n—n,)(y—yı)(n+H 
(64.) 4- a. Sr ‚(n+ H, 
| +0,97). -799 799-7) @+Hi-)), 





worin die Grössen C, durch (59.) gegeben sind. Der Beweis dieser Grlei- 
chung, deren rechte Seite wieder eine ganze Funetion (4—1)-ten Grades 
von y ist, lässt sich genau wie derjenige der Gleichung (58.) führen und 
möge deshalb nicht weiter ausgeführt werden *). 


$ 6. 
Wir beschliessen die Betrachtungen über diese Klasse von w(») mit 
zwei speciellen Sätzen: 
I. Der Ausdruck 
2 1) + B' 


- vw(n)—1 
lässt sich für y=y,, durch A(n-+4)+DB’ ohne Rest dividiren. 

Beweis. Da wir es in Zähler und Nenner von w(r) mit ganzen 
Funetionen von » zu thun haben, so wird der Beweis geführt sein, wenn 
die im Satze genannte Summe gleichzeitig mit A’ (n-+4)+B’ verschwindet. 
Wir transformiren, um dies zu zeigen, Zähler und Nenner von w(n), also 
Z(n, 4) und N(n, 4) unter der Voraussetzung: 


(65.) An = —A1-B. 
Es ist nach (56.), (60.) und (2.) 
(66.) A'(n—n,) = A'(n-t-1)+PB", 
(66,.) e(a+H,) = A(n+l)+B—-A'(n-—n,). 


also wegen (69.): 


AA'(n—n,) = AB"—-A'(A14+B'+A'(T-+1)) 
und 

(67.) c(n+H,) = -AQ—1)- A’ (n—n,). 

*) Die Gleichungen (58.) und (64.), deren rechte Seiten nach Potenzen von n 
entwickelt werden können, machen die anderweitige Berechnung der Grössen r, und 
$, überflüssig. 
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ferner wegen (49.): 
YıYı = TV) AB"—-A'B—-AA'G+HTH)), 
daher haben wir 
119: = AA (A-T)n—n,) 
Demgemäss wird nach (58.) mit Benutzung der Werthe in (59.): 
Z(n, W) = Rn 2)+..(R—N,) 


(68,) x 1-a-1,2.+4-1,(2) F-30-D..(&) | 
ai 


—= (n—n,_,)(R—n,_,)...(R— -n)(- ar he; 

Soll nun e.N(n, 4) gebildet werden, so sind, wie (64.) zeigt, die einzelnen 
Summanden in der Klammer der rechten Seite von (68.), mit bez. e(n-+H,), 
e(n+H,), ..., e(r-HH;_,), wofür die Werthe aus (67.) und (66.) zu ent- 
nehmen sind, zu multiplieiren. Benutzt man nun die identische Gleichung: 


1-2 (m),2+3(m),e—4(m),a’+-- = (1-2)”""( I-(m+1)e), 





woraus: 


a ERBE) FT EL-EV(EROSDEN 


c 


folgt, so ergiebt sich: 
[eN(n, A) = —(n—-n,_,)(n—n;_.).. u 


(69.) <(- ) (A’n+B"+(A-1)A')+ ehr) (A"+(4—1) 4), 





Aa" af ! A 
= -(n-n,.)..(a-n)(--) (A"’(m-D+B”) 
Daher ist unter der Voraussetzung (65.): 
ni, 1 
(70.) vu) = = Fra-T)HBT 
und daher 
nz IE )+1=0, 


C 
w. z. b. w. 
Il. Der Ausdruck 


A'n+B"-+ 2 w(n) 
lässt sich für =, durch A"(n—-A)+B" ohne Rest dividiren. 
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Beweis: Nach (66.) ist: 
A'(n—n;_,) = A'(n-i)+B', 


folglich: 
A"ZCn, 2) fan) HB" NW + AO Yy-Y-1)...9—7,) 


PR) = un, 2) RBB, HANG yo)... at) 


worin zur Abkürzung mit 7, und #, die beiden Summen: 


)—1 


Pr = 30, -n_).. (n—n.)Y—-Yı-):-(Y-Yı), 


Ti 


11 
Pr, = 3 [,(n—n_.)..(na—n,)Y—Y:-1)...Y-Y)(a+H_, 


121 
bezeichnet sind. Da nun 
A’'n+B' = A'(n—ı)+B"+A"i, 
so ist nur der Ausdruck A’cA+y;w(n) zu bilden. Der Zähler desselben 
er sei Z, hat den nachfolgenden Werth, während der Nenner sich nicht 
durch A”’(n—4)+B' heben lässt. 
Z = (A'(n—4)+B")(y, P,+4A"c4 P,) 
+A CO, y-N-1)..Y-Yı)jA"ck(n+H,_)+7,); 

aber nach (66.) und (66,.) ist: 

e(a+H,_) = A(n+1)+B'—-(A"(n-A)+B") 
und 

(49,) y, = (AB"-A"B-AA AA" 

also wird die obige Klammer: 

[A'ch(n+H;_)+y,} = ch(A"(n—i)+B"), 


womit der Satz bewiesen ist. 


St. 


Der allgemeine Ausdruck für die Function w(») zweiter Klasse, 
i 2 


welche mit wachsendem » dem Grenzwerthe r n zustrebt, lässt sich mit 
Hülfe der Gleichungen für y,, »,, H,, C,, also bez. (49.), (56.), (60.), (59.) 
sehr leicht bilden. Nach den Ausführungen des $ 1 haben wir nämlich in 
diesen Gleichungen zuerst A,A, B,B\) an Stelle von A’A”’B’B" treten zu 
lassen und dann die neuen Constanten vermöge der Gleichungen (4.) durch 
die alten auszudrücken, wobei ce die alte Bedeutung behält. Hierdurch möge 
yind,n,inv,, H, in H,, C, in X, übergehen, und für diese Grössen 
42* 
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gelten dann die Be = 


(71.) = (A"B- A’ B'+A' A"). AA" p) 

ve; B' —rtA' - np n 

(72.) LE Erd A' Pr H,=-— Lan, 

(73.) K, ade 1, K, ni 1 (k=2, 3, ..., 4) 


(k—1)!(A’eyr-1 | 

Nach den Gleichungen (58.) und (64.) lässt sich #() finden und hieraus 

nach (6.) w(r). Setzen wir demnach: 

Z(n, )) = K,(n-—v,_,)...(n—v,)(n—v,)(n—v,)(n-+ H,,) 
+K,(n—v,_,)...(n—rv;,)(n—v;)(d,—d,)(n-+ H,) 








(74.) tete (n—v;,)(d,—0,)(Ö, ERROR -H,) 
+: . . 
+ K,(d 2% “ .ö, BRR ” 3908 ul ae H;_ 1) 
und 
N(n, )) = K,'n—v, _,)...(n—v;)(n—v,)(n—v,) 
il I ( ),—0)) 
((9.) + zn - ER 13) (0, —0d,)(0,—d)) 
BR (- I, a. 0.0.0), 
so ist: 
2 | ° Zn, 
(6.) via) = 5 N 5 


In den Formeln (74.), (75.) und (76.) kann r beliebig gleich 1, 2, ..., / 
genommen werden, aber nur für = 4 haben Zähler und Nenner von w(n) 
keinen Factor gemeinsam, und sind sie, ersterer vom Aten, letzterer vom 
(4—1)-ten Grade für n. 

Schlussbemerkung. Vergleicht man die Gleichungen (49.) und (71.) 
mit einander, so sieht man, dass die rechte Seite der letzteren entsteht, 
wenn man in der rechten Seite der ersteren —) an Stelle von 4 setzt. Man 
erhält also rationale Werthe von w(n), wenn man in (49.) für A positive 
oder negative ganze Zahlen setzt. Die Frage liegt nun nahe: Wie ist es, 
wenn =(, also y=0 und C=0 gesetzt wird? Die Antwort aber lautet: 

Die Gleichung für w(n): 


(A"n+B")w(n+1)—(A(n+1)+B’)w(n)+(A'—A") = 
besitzt keine rationale Auflösung. 








Zusammenstellung der Formeln 
des Herrn S. Gundelfinger zum Hauptaxenproblem 
der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
bei Zugrundelegung von projectiven Coordinaten. 
(Fortsetzung aus Band 119 Heft III. 
(Von Herrn Ph. Brückel in Darmstadt.) 


Dritter Theil. 


Hauptaxenproblem für die Flächen zweiter Klasse. 


E: sei 


f  PEREEN 
f \Uu, u) ——— 


-N« 


4 
Ir 6:0 = V (eu = Eu, 
l 
die Gleichung einer Fläche II. Grades in Ebenencoordinaten und 
4 4 : 
P(z, ©) = 3:3, E,2R; 
l 1 
die adjungirte Form von Y(u, u). Ist ferner 
+ + 
(1.) up(u, u)—w(u, u) = 2: Si Yılıd,, 


wobei 


Ya = MET On, 
so liefert deren Determinänte (analog den Entwickelungen im II. Theil) 
2) Ku) = IZ+lY,YY3Yua) = td, WW +l,W—d, u+d,, 
I Yı/27337 +) 4; 3 2, 1; 


gleich Null gesetzt, eine biquadratische Gleichung, die nur reelle Wurzeln 
U,, &;, U, u, —=0 besitzt, und deren Coeffiecienten folgende Werthe haben: 


4 + 4 j 2) 
> V v 4 . n 
| d,=2+ (E12 6364), d,= 3 E,w,, = 1 u = Bu; VO, 
i,k=1 (.k= m IK“ l 


(3. 
| d,=ty(p, pP), =). 
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Ferner wird von folgenden Formen Gebrauch gemacht: 





c(u) = -(),, = GW —e,W+C,U— 6, 
(4.) (u) = a, zu Ge —L,wW+Lu—L,, 
.. . fiplw 
Du RO a Tre 


Wegen des Zusammenhanges vergleiche man die entsprechenden Werthe 
der C©,, Z,, 7; bei den Flächen Il. Ordnung im Falle A=>0. Ersetzt man 
hier die e, durch die früheren A;., so gehen die c,, y,, &; in die C, Z, 7 
über, vorausgesetzt, dass A= F+a,40»453a4, >20, und das uA=1 
setzt wird. 

Schliessen wir wiederum vorerst den Fall aus, dass die Gleichung 
d(u)=0 gleiche Wurzeln habe, so sind folgende Fälle zu unterscheiden. 


Oe- 
ge 


Il. y(p, P) =%. 
1) Öd, = = +(e16% 6364) > 0, 
Durch Partialbruchzerlegung erhält man 
(5.) cu) _ en) , 1 cn), 1 ı el), 1 . (0) ze 
(u) lm) um, Öl) um, Im) um, 00) u 
worin 
un p: 
9'(0) p(P, P) 
Da ausserdem c(u,) fi =1,2,3] ein vollständiges Quadrat ist, so kann 
man setzen 


BR = Wartu’ tt) = A; rn 
und erhält 
(6.) ol ti a ee a er: IR: 
(u) u—u Hu, m-u pP, p) u 


Die speeiellen Werthe «=» resp. «=0 liefern hieraus für die Adjun- 
girten der p(u, a) und w(u, u): 
(4) 


+ (e, ı 62 3; E44) 


l pn 


= Ra Kt Kl 
e ’ 


ls, x) = tÄ.. 
Ersetzt man nun in den X, @=1,2,3) die x, durch 1w'(u,), so mögen die 
dadurch entstehenden Ausdrücke mit U, @=1,2,3), und Y(p,w):y(p, pP, 
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mit U, bezeichnet werden; dann erhält man, wenn man in den X, üÜ=1, 
2,3, 4) die x, durch 1Y'(w,) = Y; ersetzt, die Werthe 


N  ; da 
u, , u, ) u,  $\P: P) U;. 
Daraus folgt 
U; | U; | U;  #(p, pP); 
(8.) zu hr Yık : (u) er u (u —u,) hi u,(u—u,) * u, (u—u,) . u 
sodass 
y(u;) -- U ( ;) 
9 (u;) 1; 
Analog zu (13.) in $ 16 der „Kegelsch.“ ist nun 
C f 3 2. 2 \ / | u SR 
(9.) { : (u) — olu, u)+ugl(u, (7) du) 
folglich 
\ “) 1 
o(u, u)+ug(u, —-(”) u) 
10.) E = er 
\ el U: ri u: N U?  9(p, PU; 
ai, u, (u —u,) u,(u—u,) u, (u—u,) | u 





Entwickelt man hierin auf der rechten Seite nach absteigenden Potenzen 
von u, so erhält man durch Vergleichen der beiderseitigen Coeffieienten 
von w' resp. 


are 2 | 
| a) ya u) = 7 - +++ —+p(p, PU;, 


1 3 
|») wu, u) = PLORHU:, 
Ersetzt man in (6.) die x, durch z,+vg,, so entsteht durch Vergleichen 
der Coeffieienten von v' 


UX U,X, UX, UX 
(12.) -(7,),,:90@) UK, 0%, U, UN 


(11.) 


u—u, uU—uU,  U—u, u 
wobei 
13. (? IR IE DR 2. 3) 
Yık Ö' 7 
kb=, u; \ 
Die Gleichung 
Bu PER, 0, worın Ya = ee , ule,—w,, (/ . —-— >) 


Yik 
repräsentirt für beliebig fixirte w, in variablen x; die Gleichung der Haupt- 
ebene X,=0 und für beliebig fixirte x, in variablen x, die Gleichung des 
zugehörigen Normalencentrums. 
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Multiplieirt man (12.) mit « und setzt man nachher «==, 80 er- 

giebt sich 
13) wu tam tu; +0, = UVA, +U, X, +U,X,+U,X.. 

Die Bedeutung der Gleichungen in (11”.) und (13°) ergiebt sich aus den 
Entwickelungen in $ 3, A. 

2) 0,=0, 06, >. 

d(u) ist nunmehr eine eubische Function. Werden die Wurzeln deı 
quadratischen Gleichung d;w«—d,u+d,=0 mit u, und uw, bezeichnet, so 
erhält man analog 1) durch Partialbruchzerlegung 


ea) cf) | c(u,) 1 ce(0) 1 D(z, «) 
1, WE) au 5) a TE 
| Sa, MR X? 1 D(x, x) 
| u Et 





worin ?P(x, x) ein vollständiges Quadrat ist; denn P(x, x) = 0 repräsentirt 
die Gleiehung der doppelt genommenen Ebene der Grenzfläche II. Klasse. 
die hier vorliegt, da unmöglich P(z, x) proportional p, sein kann, weil 
sonst Ö, verschwinden müsste (efr. 5). Man setze 
“ 
D(z, x) . 
FE =.r. 
Definirt man wiederum U, U,, U,;,, U, wie in 1), so erhält man aus (14.) 
durch die Substitution z,= Jg (w,), wobei X, in 0 übergeht, 
u. (u U? U! , p)U: 
(15.) Y\ ) Fan 1 4 2 Y(Pp, pP) 4 
(u) u,(u—-u) m,(u—n,) u 
und auf Grund der Relation (9.): 
| 2) 1 5 U? U? p(p, p)U:) 
(16.) w(u,u)+ug(u, u)— )- == "| -4- 2 = 1). 
| u nt ee) 
Wie in 1) ergiebt sich hieraus 


1? U? Ä 
oa a — 1: )U;, 
(17) | piu, u te +gp(p, p)U;, 
| oa, u) = UÜ+U+U;, 
wobei 


® (@, ©) 


U: " Ö, 


Ferner wird (efr. Ableitung in 1)): 


ya N ER UX 
(2) (u) u—u, N u 


— 
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Berücksichtigt man die fundamentale Gleichung 


?) > 4 u 02 
-(? de ze Pr u=t( 117227337 44) 
oder 
@\ 
— li — 
— - £ >... 
du) (u) R 
so kann die Gleichung (18°) auch geschrieben werden 
w\ 1 UX U,X ö 
(18. (7). A Ye he Fe 
x ) x/ mn’ a ah iin 
hieraus ergiebt sich für «= x: 
(20 
| N f r r R T ‚ . y r e \r 
(19) wat +; +2, = UVA, +0, X%,+U,X,+ ru 
worin 
BR 
P c ! I \ f u; r ! \ \ r v 
(19°.) wo Tee (AP (2)0, +12 (©)w, +42 (2), +12 (2,)w,):d, = X,U,. 


3 
Für 4,Ä/, U:u, und U,X, @=1,2) erhält man dieselben Ausdrücke 
wie in 1). 

9,9, =>4,=0 >00. 

Wenn die Determinante dw) nicht identisch verschwinden soll, so 
müssen nunmehr nach einem allgemeinen 'I’'heorem*) sämmtliche E, ver- 
schwinden. Infolgedessen wird ,=0, und die Partialbruchzerlegung lautet 





cu) oe . c(u, ) l u! 1 
du) u GM K-E 6 
20.) Be u, X? a 1 
Ö, u—u, 6 u’ 
wobei 


CU .. 
= pn u,Ä]. 
Ö,.u 


l 


Werden U, und U, wie oben definirt, so erhält man aus (20.) durch die 


*) Satz: Bedeutet ® eine definite Form von w,, %,, ..., %, und ist 5 


nr; 
_— PERLAZEr GT 


(die Determinante der Form P—-uw) von der Form I, ut + 4A, art! +», so muss 


auch in ( ) die Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von « beginnen mit 
LT’ Yık 


D„-xu* (cfr. „Kegelsch.“ p. 68). 
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Substitution x; = _. 


U; p(p, p)U; U _ rm) 
21.) ya) _ Lu nn \r5 ww I. 
u) # u, (u—u,) mn’ mm 
und hieraus speciell (efr. 1)) 
U? > 
(22.) u u) = 7 9(p, MU: 
)eı)a 2 C, j 
(22°,) ou, u) = „an: Re 
Nun ist für die Wurzel «u, der Gleichung (u) = 0 
up (u)—w' (u!) 
wenn 
X, = u" UV! +"! zz +u” x, 


bezeichnet wird; andererseits hat man unendlich viele Ebenen, welche die 
Gleichungen 
gu) = 0 

erfüllen; seien irgend zwei derselben, die auf einander senkrecht stehen, 
durch die Gleichungen 

X, = u" tu mt zz +u?z, = (0, 

KL, =" +! + zz tu”, = 0 
und zwar in der Normaltorm gegeben, so erhält man hiernach 

ou, u) = U+U;+U;. 

Zieht man andererseits die Relation (22°.) in Betracht, so resultirt 


nl, 


(23.) 6, | 2;=4w’(u;) = U,+V; 
und hieraus 
a en " 2 2 
(23°.) 4 = Ä+Ä,, 
und zwar auf unendlich viele Arten; ausserdem ist 
D(x, x) . 
(24.) u X;. 


3 


Analog (2.) erhält man auch hier 
u +0 + Wr; Fur, = U, X, + U,X,+U,X,+U,Ä,. 
4), St eieedet. 
Nun müssen nach dem in 3) angeführten Theorem sämmtliche Sub- 
determinanten zweiten Grades von Z+(e,e»e3e,) verschwinden, mithin 
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c=0( sein. Alsdann ist 


en | y(p, P)y(u, W—-g’(p, w) =. 


wenn 


vu) = y(p, p).Ui. 


ARE pp, u) 
Bi \ 
+(P» P) 
Fixirt man irgend drei rechtwinkelig zu einander stehende Ebenen durch 
den Punkt U, = 0, deren Gleichungen X, = 0, %,=0, X, = (0 in der Normal- 
form gegeben seien, und definirt man die U, @=1,2,3) wie seither, so 
ergiebt sich 
o(u, u) = U, +U;+U;. 
5) Grenzfläche im Unendlichen: d(u)=0 (efr. II. g(p, p) = 0). 
Ist d,=d,=0, aber c, nicht identisch „leich Null, so verschwinden 
)) o 

nicht alle E,: es liegt eine nicht ausartende Grenzfläche im Unendlichen 
vor. Ist etwa 


E„=>0, d.h 9,20, 
so substituire man 


u=r Ft, %W=nt+t/p, w=Hn+tip. wein: = 
P; 


Dann sind e, =, u. =0), u, =0), 1, =w=(0 die Ecken eines neuen Üoor- 
dinatentetraeders, von welchen &, =(0, 9», =(0, v;, =( auf den Kanten (41.), 


(42.), (43.) im Unendlichen liegen. Durch diese Substitutionen ergiebt sich 


p(u, u) = Ylo,, %, 9%, 0)+4.0+4..0, 
ou, u) = w(d,, d:, d;, 0). 


p und » sind im neuen System nur von den drei Veränderlichen ®,, e.. ®; 
abhängig; mithin haben wir ein Problem der Ebene, und zwar der Ebene 
der drei Ecken #8, =), , =0), , =. 
ll. y(p, p) =. 
1) d,>0. Paraboloid. 
Seien 1, 4, die Wurzeln der Gleichung «’d,— ud, +d,=0. Die 
Partialbruchzerlegung liefert 
c 1 c 1 0.d,—c), cu, 1  eclu 
at 
Setzt man 


er 2 5 4 
ne 


U—U 


1 —c6, 2X,X —6, | 
-— an, 1 = 2, wobei ı=0, 
. 0 T 


43* 
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so wird 
a) lenken 
ui = 2) , WMÄ= 2? ’ 
Den speciellen Werthen «= oo resp. «u. =() entsprechen hiernach 
(28.) ENrn 2 = uAÄ,+wX;— van 


2x, x) = 
Ersetzt man nun die x, durch Z0'(w,) und nennt man die aus X, X,, X, 


hierdurch hervorgehenden Ausdrücke resp. U), U,, U,, so gehen die 
U U, 


X, =1,2,3) durch die Substitutionen &; = 1g'(u,) über in =, A —oU,, 


1 


während X, übergeht in —oU,. Man erhält: 


a) OH “U, m , m 
N (u) u? u u, (u—u,)  u,(u—n,) 
mithin 
Ei Yo 7 2 909, —Yı0, Re: y(w;) ee U} u \ 
Ö, Bar U;, PR ven 20U;U,, d' (u) Wr u; ’ ee Ba 
und hieraus die speciellen Darstellungen (efr. (9.)): 
U} 
4 u, u = ri E4 —20U,;U, 
(30.) p( b) ) u u, 43 


2 u) = Ü+U;+U;. 
Zur Berechnung der Producte U;X, erhält man aus c(u):d(u) analog der 
Ableitung der Gleichung (12.): 


a1, Lu) en ehe nF f AU, 
. eu)  urö—urd,tud, u? ur (UN+UX)H, e —u,’ 


woraus speciell für u = © 
+ +0; +0, = UVA, +0, I, +0, X, +U,X,. 
Andererseits . der Vergleich mit der Entwickelung 


\ &(u) a =t nr. GI, 6,0, 4 w), 1 3 cu), 1 
u) Ö, Ö: lu) u—u, lm) Mu, 


die Werthe 


32 


D E 92 —] \ 
U,X, . Tr ’ U; X, -_ un ’ U;. s+ U,X, - d? (&,0,—L.d,), 
an 0X, :..- 6 ..390mP) _ DDP _. @(p, u) 
(82°) a ar a Fe Be er ar 
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Die Gleichungen für die Ebenen X, =0, X,=(0 und für die Ecken U, = 0, 
U,=0, U;,=0 sind hiermit gefunden. 

Zur Bestimmung der Gleichungen für die Ecke U,=0 resp. die 
Ebene X, = 0 bilde man 


(33) KUXK+UK)L-BUXKX = 6-20) Rt RN K,x, 
nun ist j 
(34.) = 1(0;—c,0)), 
mithin 
(34°) KoU,U, = ya 710) 
und 
(35) BUN = -(i;—L0)K,+LYplp, w)(cud;— c,d)). 


Ebenso erhält man zur Bestimmung der Ebene X,=0 ausser (34.) die 
Formel 


(36.) o0,X, U, = (&,d;—L, d,) p (P; u) . ; (700; a; O,)A,. 


u, 


2) d,=0, d,>0: Parabel (u, = 09, i, = y ): 





om) I en. 1,0 4 c(u,) l u: 
37) u) Ws ö: lu) u—u, ' —0, 
i IN 12%, wg 
a. u 0 Tr, 
worin 
—c X} 2 0,8,—ec,Ö 2X,X c , . ©(z, ©) 
Eee, 7 AA. FU a nn PO 
Ö, 0 ( ie ) ö? = m A: Ö, 


c(u 
u, _. ra " 


Werden die U, ebenso definirt wie im vorhergehenden Falle, so gehen durch 
. u . ! B . ‘ .. 2 U 
die Substitutionen 2,=1Y(u,) die X, i=1,2,3,4) über in —, 0, —oU,, 


Es 


—oU,, und man erhält infolge der beiden genannten Substitutionen 


38.) I: = U, 
N.yu) - _2UU, U 
(38 .) (9): 0) nr u’ vn U r u, (u—u,) 


sodass 
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Aus beiden folgt nach der Fundamentalrelation 


-(#) a 


(39.) w ir > ou, u)+ugy(u, u)-+ 5) 
die Identität 
© " 2eU,U, U: 
up(a, u)+w(u, u)— in )- In = u we + ee 
resp. die speciellen Darstellungen 
U: 


ya W)=-,-—20U,U, wlu, u) = U+U+U;. 


Aus e(u):d(u) erhält man wie bei (12.): 
CR) .. I U,X, 1 UX, 
d(u) . u?’ 06 + u (U; X, + U,X,)+ u—u, . 
daraus folgt 
p\ F 197] 
(2) (2) l UX, UX 


(40.) her +, = ul; - „(UX+UX)+ ee), 


mithin für u =: 
u, = U,X,+ U,X%+U,X,+(”):0() 
für u=x0’ 
worin 
Mm) an @) 
- (7): 6) = = — U, 
für u = 00 
Weiter ergeben sich analog 1): 
f N ar S(u,) U,X, BG C 
(41) U,X%, = Te 
und für d,U,X; resp. 0o0;A,U; dieselben Werthe wie in 1). 
3) = =tN, 0 (m, = u, = x, 3=0): Punktepaar, bestehend 
aus einem endlichen a“, einem unendlich fernen Punkt. 
Auf demselben Wege, wie im vorhergehenden Falie, erhält man fol- 
gende Formeln: 
c(u) ei; © c, I 4 1 2X,X, 


(p, u 60,—{0, 
> PEN. DEE 


(A: u ERBE) tue PERIER ET EEOR 

(42.) (u) ag u? Ö, 7 u Ö, Ö, u’ 0° u (Aı+A; ); 

— A” —2X X D} - 2 > 4 

ri En 1 5 = — a Bi ze =AÄ,+ÄX; (auf unendlich viele Arten). 


2 





== 


u 
CD 


Dı 


(4 


(re 
ve 
de: 
for 


nu 
du 


hir 
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Werden die U, wieder wie oben (in II 1) und 2)) definirt, so gehen die 


X, durch die Substitutionen x, = 4y'(wa,) über in 0, 0, —oU,, —oU;: es er- 
geben sich 
43) -( WW) =-U+UN; (PM): = —- 20 U.U, 
w p u“ u 
resp. die speciellen Werthe 
y(u, u) = —20U;,U,, w(u, u) = U+U;+U;. 


Durch Polarenbildung (efr. 2)) ergiebt sich weiter 





= UX,+U0X, + (7): 0), (7): du) = er ”), -UX+UX, 
für u =%x0 lür u= x 
(44.) .. . + 
Bee ya) UXLHUK-, 
Ö Ö, u ' | Ö, 
U,X=GX,+lylp, We, KU; = -Lyplp, W-IyıÄ,. 


Vierter Theil. 
Bedingungen für Rotationsflächen II. Ordnung und Il. Klasse und weitere analoge 
Ausartungen. 
$1. 
Flächen II. Ordnung. 
Wir haben bisher angenommen, dass alle drei Wurzeln 4, 4", 47 
(resp. im Falle der Paraboloide die beiden Wurzeln 4 und 4”) von einander 
verschieden seien; ist nun etwa 4 =4", so besteht auch jetzt noch nach 
dem Fundamentaltheorem 7A) in den „Kegelsch.“ $8 8.67 die Trans- 
formation 
(= 2) = K(X +) HA X, +zX,, 
(1.) resp. 
Ya, 2) z) = K(X+X;)—-20A;Ä,, 
nur dass nunmehr A, =0 und X, =(0 irgend zwei zu einander senkrechte, 
durch die Rotationsaxe gehende Ebenen sind. Nimmt man 
ou, u) = U; +U;+U; 
hinzu, dann ist nach einem Fundamentalsatze über Zwischenformen 
P= Pu, 2)= Lo 0 (u)f'(@) = A (U, X,+U,X,)+a" U,X,, 
(2.) ı resp. 


F= Yu, )= 42:0 (u)f@)=#(UX+U,N)-gU;K, 
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Für den Fall der Mittelpunktsflächen folgt aus (2.): 
| P—lu, = (Ü"—W)U,X,- AU, 
(3.) oder 
KU = PNu,—WU,Ä, 
zur Bestimmung sowohl von U,=0 als auch von A, = 0*). 


Wendet man den oben erwähnten Fundamentalsatz auf f(x, x) und 
P(u, x) an, so erhält man 





(4.) | IE FW) NH KH" Neal, os MO, 


/ 
| resp. =’ HH" R-0% uf, sr = t. 
Nach Anwendung desselben Satzes auf C und w(u, a) ergiebt sich weiter 
IL 1 s oC, N ° N N ! ! 
r=12: 3, ® (u) = Sf (w(u,)).w(f («,)) 
(9) = ’XU,+A"”X,U,+4"”X,U, 
resp. = W”’AU+A”AX,U.. 





Nehmen wir noch hinzu die evidente Zwischenform 
e* = UVA +U,%,+0,X,;+U,X, 
(6.) und 
be A;, 
so hat man bei fixirten Werthen der «a, vier lineare Formen der «&;; näm- 
lich #, #, a, und p,, die durch die linearen Substitutionen (17.) in $ 2 


. : 1 i . 
des zweiten Theiles, deren Determinante den Werth r= —-— hat, in die 

yr 
entsprechenden Formen rechter Hand übergehen. Es ist daher (analog (4.) 
in $ 9 der „Kegelsch.“): 


oe op Oo oO 


Or, Om, Or, Or, „ U, BEE). * U, 0 
Ö y oO y Ö BD oO 2 ri U, 2" U, „2 U, 0 
Ox Or, or. 02, | ff 
u € : : U, U; U, U, 
(T.) u, u, u; u | | 


| . 0 ae 
Pı P: P3 Pı | 


= r U, U, UKW) 
resp. = rU,U,U,4 4" (a — 4), 





*) Für Tetraedercoordinaten resp. für schiefwinklige Coordinaten verfügt man, wenn 
, = 0 bestimmt werden soll, über die beliebigen &; in der Weise, dass p, = Oresp. X, = 0 
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Da auch für den Fall einer Doppelwurzel die Transformation nachgewiesen 


. 5 l rn 
ist (r  — z also U, U, und U, nach Annahme einer bestimmten Trans- 
formation (unter unendlich vielen) fixirte Werthe besitzen. so muss für 
‚9 =I®9 (,k=1,2,3) die Contravariante linker Hand identisch verschwinden 
und umgekehrt. 
>> O ai ya 
+(2 ’ N; Pi) U 


ist mithin nothwendige und ausreic ih Bedingung dafür, dass f(x, x) =) 
[auch im Falle p(p,p) = 0] eine Rotationsfläche darstelle. 

Um ein Kriterium für die Kugelfläche zu bekommen, bilde man für 
beliebige », die Determinante 
oWw oWwp oWw op 


( D, OA or ( D, 
v V. u: 
©, d, d; Ü; 2 i 
" ’ 
} ' 
(8., H, u; N; u, 0 C Ü 
() 0) ' 


pP Pr PB BP: 
= r!K U,U,(@—4”) 





+ U,U,Q@"-A")+,U,O,A"— a). 
Mithin ist 
z+(2, 


oWw . r . > 
DD) = 0 bei beliebigen ®e, und «, (resp. F; und U, 


nothwendige Ya ausreichende Bedingung dafür, dass f(z,r)=(0 eine 
Kugelfläche darstellt. 


S 2. 
Flächen II. Klasse. 
Ist 
| 4 
f (u, u) ". Zi PI' ©, u, u; m 0 
l l 


4 
die Gleichung einer Fläche II. Klasse, Z(z, x) = F, 


«E,2,x, die adjungirte 


-N 


Form von (u, u), so lässt sich g(w, w), auch wenn eine mehrfache Wurzel 


wird, dann ist die Gleichung des Punktes U, = OÖ identisch mit 
V_)u, =D. 
Setzt man für schiefwinkelige Coordinaten z, = (0, so hat man für beliebige x, x,, r, 
die Gleichung des unendlich fernen Punktes, also die Richtung der Rotationsaxe. 
Die Gleichung der Ebene X, = OÖ wird gefunden mit Hülfe eines Werthsystems, 
das U, gleich Null macht. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 44 
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u, vorliegt, in eine der beiden Formen bringen, entweder 











” 0” m 
o(u, u) = — + 21-2 120(p U: 
ee Au 2 a 2 ad 
(10.) oder 
nr m 
/ van m“ 2 _96U.U 
ou, u) = + 0 
P\ 9 / u, u, 3 + 
und 
D(r, X r) + 1 Fr 
4 - = u A+m,A;+u,A3- — A, 
’4Na \ (67,63, 633044) pp, pP) 
(10°, N 
oder = uÄ?+u,13— —. 
. OÖ 
Bildet man nun unter Zuhülfenahme von 
| P: ron Fi. 
a ® und 
| o(u, u) = UN +UÜ;+U;, 
die Formen 
+ D'(«;) rv 
l 3 — —:0(4) = WU, X, +wU,X,+u,U, X, 
& 1 x ” (@,,7€39633€,,) 5 i 
resp. = U, A, +0, X, — 4, 
0 
Deo ku) Loku,) Iofu,) Io’u,)) 
| D — ) \",) 4 2 ,) 3 Ww\ 3” zWw\ ) u ‚U Hu, U:- 1, U: 
12. -_| \e, 709, 0330,,) 
| resp. = u„U+wU; 
sowie 
(4 ; 
(13 33: "p (up; = = y(p)u=g(p, p)U,; 
*). 
| resp. op, W= —U,;, 
so erhält man für das System [(10.), (11.), = ), (13.)], das den Substitutionen 
u; = u. U - + u. U ) tu x U,+p; U, IE: 
unterworfen ist: 
e (u) pw) 9) p(u,) Be 
SE RE r Du) Pa) Du) D,(u,) 0 u u, u, 
(14.) > / \ F; UE y(p; P) U, UV, 


16 2 / \ Tr N / 
ou) wem) wu; Oy U;) 





\ 


v(pı) PP) PP) PP.) ii ı 1 
p(p, pJU U,U, 


u RE u r 
= er u; u)(u; a,)(u, U;) 





un rZ+(e,62C364) U, U, U; u), — 1) — 45) 
resp. = SUUV,U,(w—u,). 
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Das Verschwinden der Contravariante 
=+(y(u)P,(u)w (u)y (p.)) 
ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass gp(u, w) = 0 


eine Rotationsfläche darstelle. —() hinzu, so 


Tritt die Bedingung (p, p' 
ist die betr. Fläche ein Rotationsparaboloid. 
Diese Bedingung geht in diejenige für Flächen II. Ordnung über. 


wenn man 


e, = A, und uAs=4 
setzt. Infolgedessen gehen nämlich 
; x ; Dix, x 
os, 6), Er, ZtleneneneH), — | 3 ' 
. j Pad BI 
über in 
-_ı\ h) ) \ A’ la Tr A‘f (DD), iv ) 
(15.) F(u, u), Aa, A, 5 
und 
( f id, 
un ! \ 1y N \ N \\ . er a; a cH 4 
=+(p(u)P, (u)o (w)p(p)) n Z+ Fu vom F(p;, 


Multiplieirt man nun die letzte Determinante rechter Hand mit I + (a,,a,a,,a 





a SE N RE IT EEE A A NEE le a EU) te A  EFUPENE a le. 21.5 uarl= K rt Inka Bein ale et ee N ei eu en um sr 5 
S MR, EEE TTERTREN ae En A u PB ET a a u Fa a ea SET o. Be rn en , 


Ten ren 


en 
a! 
r 





F (u,) F(w) Fu F (u,) dı Ar Az; GA 
| ( [(m, v ) 1 ( (wm, 0 ) 
£ A ou A ou, 
16 ie a 
u) (%,) w) \U,;, 
F (p,) F(p) Fp; F (p,) a a a 
Au, Au, Au, Au, 
EZ un | } w 
r A ( J 1 ( T| 
16 eoWw Ws 


so geht 
r a ae Te: Ze: > TR: 5 
T: =+(y(u)P,(u)w(a,)p(p,)) über in 16 Stimm, ; 
g. e. d. 
Soll p(u, u)=0 eine Kugelfläche darstellen, so wird u, = 1 = 1t;. 
44* 
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u, vorliegt, in eine der beiden Formen bringen, entweder 





'EE U? U: 
f re A ie Bi f U: 
DU U ==> 1 ( y 
pP\%, ) u | u, 23 u, rY(P; P) + 
(10.) oder 
” m | 
ya, a) = — + 2 —20U,U,, 
u, u, 
und 
D(x, x Rn ” a 1 "8 
ee) = wm AHn KH x}, 
10° \ er (€ 1693033044) p(Pp; pP) 
' = 2 r) IX X 
oder 3 u, A,+ u,A3— : m 





Bildet man nun unter Zuhülfenahme von 


| 2 = 
und 


(11. 
| ou, u) = U+U;+U; 


die Formen 





4 D'(«;) a an “DR 
De / (wi) 0 (u,) => MR Atl ‚A,+mU,X, 
BIN ı = (0 ,)6356,30,,) 
i er 
resp. = WW, X, +wU,X,— En 
| b DP(43o'(u,), 4o'(u,), 4o'(u,), 4o'(u,)) u.UR+u,U02+u.0? 
; ; i \ HUT KBURTUZUF 
12. | = (E, 1692833644) 
| resp. = uU-+wU; 
sowie 
| N - =, \ as 1 nun 4 N a { U 
13 32m = 32 lpIu = 0, MU, 
| .). l 
| resp. p (p; a) = —(6 U;, 


so erhält man für das System [(10.), (11.), (12.), (13.)], das den Substitutionen 


u = wU,+wU,+w U,+p;Ü, (=1,2,3,4) 
unterworfen ist: 
(u) Pla) Pla) pw) 517 
! / S ! / \ nr ‘ nf 7 71 ; 7 
14 r D \u,) D, Hs) D (%;) D (u,) u 2 \ U U U Pr Pry Pr 
2) 16 | u (u) la we ae P\P> PJYıV2V3 u in U; 
vw, ra, U;) 0 M;) ae 
ı,s \ , \ ı/ \ ! : \ l ji 
$ \Pı) P\Pe) PA\P5) P (P) ı 
(p, pJU,U,U, / \ \ 
—— —— U, — U, )( Us — U, ) U, — U. 
u, u, u, \ı - i ( J i )( 1 i 3) 
aN 
‚14 = = rZ+(e,62C364) Ü, U,U,(w,— u,)(u,— u,)(u, —4;) 





resp. = oUU, Ulw—u,). 








Das Verschwinden der Contravariante 


=+ (4 (u)®; a,)w (u,)p (P;)) 
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ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass pn, w) = 0 


eine Rotationsfläche darstelle. Tritt die Bedingung (p, p' 


ist die betr. Fläche ein Roetationsparaboloid. 


— () hinzu. 


Ss0 


Diese Bedingung geht in diejenige für Flächen Il. Ordnung über, 


wenn man 


= A, mi As 
setzt. Infolgedessen gehen nämlich 
\ h) x / “D( rt, £ 
p(u, u), E,, Zt(e1enCyeu). = 
. y ’ N Pad u 
. Z 14/ 
über in 
- \ y \ N A’ (x T A’f (), W 
(15.) F(u, u), A’a,, A, (3 
und 
( f (,. 
-_ N \ ! ! \ ! \\ . z. es a cu ’ 
=+(p(u)P,(u)o (u)p(p)) in Z+F (u, a AU: 


Multiplieirt man nun die letzte Determinante rechter Hand mit I + 


Fu)  F'w) 


F (u, 


F (u,) a u 
lı offw, w) 1 oflw, ©) 
# A om, A ou, Ay: 
16 u (w,) a r u (u;) A 
F(p,) F(p.) F (p;, F (p,) ee u Bi 
du, Au, Au. 
1 op 
j A or, 
BT oWw 
or, 
Ap; Ap, Ap; 
so geht 
- =+(y (u)P,(w)w'(a,)yp(p,)) über in Ziele © > 
16 Z 1 1\W2) 3/% P:)) 16 (9 dr 


g. e. d. 


Soll y(u, u)=0 eine Kugelfläche darstellen, so wird ı 


44* 





Ad, d5d3;,@,4): 


Ad; 
A; 
d;; 
d;; 
Au, 
lı o%W 
A « L, 
’ N 
722 
4 
Ap, 
l en \ 
da Ja 
öz, Pr, 
1, = Mi ou is, 
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Nun ist identisch: 


r ’ ! \ n 
„ F+(p (a)w (a)p (Pr) 
(16.) 


( 5) r T 7 r T Tr 
Fi: P) X U,Uzu,(w—1)+X, U, U, u, -u)+ U, U,uw(u—u,)\ 


u, u, W, 





oder weil 


en Et 
ep, p) u = + (1627364) Uylt;, 


Q +(p (u)2,0 (w)y (p,)) _- r I+(e16»63;64) 


XD, U;,u (1, —1)+ X, U, U, u,(u,—u,)+A,V, U,u, (u, —u,)| 


bei willkürlichen x, resp. A, sowie «, resp. U,. 





Mithin ist 
ei Z+t(y(u)o,o (n)p(p)) = 0 (bei willkürlichen x; und «,) 


die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass g(w, w) = 0 eine 
Kugellläche darstelle oder auch, weil FZ+(e,e»e3,e,)<Z 0, für x, = g'(v,) 
bei willkürlichen ® 


3 


(18.) ty (an)y yo a)y(p)) =). 
Ersetzt man in beiden Bedingungsgleichungen (17°) und (18.) die e, durch 
A, und darauf uA=4, so gehen sie in die Bedingungsgleichung für die 
Kugellläche II. Ordnung über (vgl. (8.) S. 325.) 

Zusatz. Es möge die Bedingung dafür abgeleitet werden, dass eine 
Grenzfläche II. Klasse ya, u) = O0 einen Kreis darstelle. 

Fir eine Curve Ill. Klasse (Grenzfläche) ist p(w, «) nach der Haupt- 
axentransformation von der Form 


(19.) y(u, u) = — + —+KkU,. 


Andererseits sei Pr, x) = 0d,X,, wobei Ay—=0 die doppelt zu nehmende 
Ebene der Grenzfläche darstelle. 

Eine geometrische Betrachtung ergiebt, dass im Falle eines Kreises 
p(u,u) von der Form ist: 


20.) pa, W)= cp (p, W+e,w(u, w+cP(lo' (u), 10 (m), Lo’ (u,), 1w'(n,)), 


worin c,, ce, und ec, Constanten bedeuten. Eine andere Form der Bedingung 
ist, dass folgende Determinante identisch verschwinde: 
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va) Pa) ya) peu) 
(pP) PP) vlp) PP 


4 \ ! \ 1 \ ı/ 
u. (u) al) wen) wu) 
( ) 03% 92% ODdw 9.Dm' 
ou, Ou, ou, ou, 





4 4 
wobei Zw = 3:0 (z)0 (u) = Fuw (Pr, 
l 


\ 
E 
J 


Das identische Verschwinden dieser Determinante (21.) im Falle eines 
Kreises ergiebt sich daraus, dass sie mit folgender Determinante bis auf 
einen nicht verschwindenden constanten Faetor (Substitutionsdeterminante 
übereinstimmt: 


> () k U, 


u u, 


0.0 0 PP, 





(22.) U U U V 
Br: RL 0 
\ırıryrf/ 3 | >? vw, 
= (),Y(p, pPUU,X,(- — ) n £ U,U,A,(w— u 


l 
Hieraus folgt: Das identische Verschwinden von 


020 (2,)w'(u;)\ 


(9° < I TER, \ 
(23.) Z.+ (9 (u)y (pw) em) 
4 


ist nothwendige und hinreichende Bedingung für die Ausartung der Grenz- 
fläche y(a, «) = 0 in einen Kreis. 

















Nachtrag zu der Abhandlung 
„Ueber lineare Differentialgleichungen, deren Integrale 
nur einen singulären Punkt im Endlichen besitzen 
und im Unendlichen sich regulär verhalten“ 
(dieses Journal Band 105 8. 1ff.). 


(Von Paul Günther.)*) 


L der Nr. IV der genannten Abhandlung (die im Folgenden als 
„Abh.“ eitirt werden möge) wurde auf S. 28 ff. des Falles Erwähnung ge- 
than, wo für eine lineare Differentialgleichung »ter Ordnung der daselbst 
untersuchten Art alle Coefficienten der im Exponenten eines determinirenden 
Factors e’@”> auftretenden ganzen rationalen Function mten Grades @(x”') 
von xz”' endliche »-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen 
(a.a.0. S. 11) sind, und eine Anzahl von Sätzen ausgesprochen, die sich 
theils auf diesen Fall im allgemeinen, theils auf Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung beziehen. Im Folgenden sollen die (seinerzeit bei der 
Drucklegung der Abh. aus äusserlichen Gründen weggelassenen) Beweise 
dieser, sowie einiger anderer Sätze gegeben und auf die Beziehungen dieser 
Sätze zu den Erörterungen der Nr. V der Abh. hingewiesen werden. 

Die Bezeichnungen der Abh. werden durchweg beibehalten. 


I. 
Soll die Differentialgleichung (Abh. 8. 5) 
d” y dr! y 
/ı\ Br | N | RR 
(1.) I (y) > dr" +q(&) de"! ro In (z)Yy os v, 
worin 
q: (2) = 6, x” + A, TC em Ihe Un, a (@,., + v; i > 1, 2, send n) 


*) Aus nachgelassenen Aufzeichnungen (abgesehen von den einleitenden und einigen 
verbindenden Sätzen auf S. 337) dem Wortlaute nach ohne wesentliche Aenderungen 
herausgegeben von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg. 
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x Fr u ’ TEE : x . 
einen determinirenden Factor e”” ? besitzen, wo @(x”') eine ganze Funetion 
mten Grades von x”' bedeutet, so muss sie (vergl. Abh. 8.2) (1.) auf die 
folgende Form gebracht werden können: 
(2.) ze ID gr DL..t „Y 20 0. 
wo p, eine ganze rationale Function des Grades mi bedeutet. 
Es mögen die Coefficienten von 
Ge) = A, ce" +A 


oder genauer die mit denselben durch die Gleichungen 


zT Bl) A,x”', 


m— 


/ .\ 
vu, = -(m-i)A, Geha 


verknüpften Grössen », endliche »-fache Wurzeln der betreffenden Ablei- 
tungsgleichungen sein. Dann ist also zunächst 


F(V, v) = ve" +p,(V0) et. +P, (0) —- (6 —o ” 
es muss folglich p,(0) = —nv,, oder 
RR 
®,, —_— |... () 
n PINV) 


sein. Die Gleichung (2.) geht durch die Substitution 


über in 


| TI RP. +p)yi 
(2*,) | Hate, P,+a—1)p Pı+tp)y" 
++ +HPut+p Pt tp)yı >), 
wo 
WER 
Pı = e"),e" en de’ 


Pi = Os Fi (0) 2 e',) 
gesetzt Ist. 


Soll die Differentialgleichung (2°) einen determinirenden Factor 


\ D .. 4 1» . ] u 
(m—1)-ten Grades besitzen, dessen höchster Coeffiecient A,_, = — ‚dı eine 
i m 
endliche »-fache Wurzel der betreffenden Gleichung ist, so muss (2°.) auf 


folgende Form gebracht werden können: 


(3.) 


ı—1)m 


(n—1) 


PııYı Ft Ppayı = V, 


Fe g 4 eV 
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es wird also 
aP,,+Ppı = IPı; 
n,P,,+ (n— FINN = TIP, 


Put ee + Fr 7% no EP 
sein müssen. Nun ist P,, eine ganze rationale Function des Grades (A—1)m; 
das erhellt für 2= 1 sofort und für grössere Werthe von A daraus, dass 
die P, ihrer Definition gemäss der Recursionsformel 

P,. = PıP;-Am+1)2”.P,+2”''.P; 

genügen. Hieraus folgt, dass x’p,, mit p, übereinstimmt in dem Aggregat 
der Glieder mit 
[877 im—1 (.—1)m—1 


b) . . .. cz 


wir können also schreiben 
= (- pi \ 
3 at 2 am) !  Ia-ı)Cm -1)—1} 


wenn die erste Grösse rechter Hand das Aggregat der Potenzen +", 
a’ dwdH ,,, aus -2 bezeichnet, während g, allgemein eine ganze ratio- 
T 


nale Function zten Grades von = bedeuten soll (g, =0 für z= 0); speciell 
ist also (wie auch direct zu sehen) 


ap, 
Pu (0) . ( dz )- 
Da aber die PEeen 
(0, #9) = ve" +p1(lÖ)e”"+---+p,(0) = 0 
die »-fache Wurzel ®, = ing haben soll, so ist p,(0) = —nv,, also 


oe = 
ae n ); 


Die Gleichung (3.) geht durch die Substitution 


„2 (m-1) 
m—l 


Pike -Y: 
über ın 
(3*.) a} (n) +r mn Pa+pı)y EREER N H-Paoa+puf 12 t )Y3 PO () 
(mit leicht zu übersehender ln oder unter der Voraussetzung, 


dass der nächstfolgende Üoefficient A„_., = — _y d2 eine n-fache Wurzel 
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der betreffenden Gleichung ist 
(4.) DD RD +. + pad — (), 


wo demnach 


nP..+p\: = TPı, 


P>+PpıP., 12t°"tPpaı > "Pu: 
ist, oder also, wie oben 


Pıa >= ( Er ) 
„= a 
a x" /,G-1)(m—1) 


BER ( er) "y. 
x** „(Ä—1) (m—2) 1 Io-ı)am 2)—1* 


+ Ja-1m-9-1, 


speciell 
(0) = 1 > p, uf en SE. (IE 
Pız 3 ’ ir n 2 de?’ Js 
Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erkennt man: soll auch der 
letzte Coefficient A, = —v,„_, eine »-fache Wurzel der zu seiner Bestimmung 


dienenden algebraischen Gleichung sein, so gelangt man durch fortgesetzte 
Transformationen, bei denen sich der Reihe nach 


1 / br p, (X) i I | | z dp (z) 
sm de‘ ); Ra? (m—2)! n ( 05 ), 


ergiebt, zu einer Dinlgchne 


= 


(n) -. gen - 


x’ an A ee Titan ia n V, 


in welcher 


fs Pi ) 
Pi;m ee (en a tg 2 
ist (speciell p,„_ı = a0 +4), und es wird 


1 (den), 1 Leine) 
d 


Pım 1) a" (m—1)! de”! BP 7 (m —1)! gr! ) 


Die Differentialgleichung für y„_, geht durch die Substitution 


—1 


N 
Ym-ı m © Y 
über in 
y "ym+z’ NP mntPın-ı)UE her. — 0: 
hier ist 
—1 
. et de” "m—ı?7 
—_ mi „’m—ı? Fr 
Pin -=re dr‘ B b) zer Ö 1 
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also 
nP,a+Pım-ı — 4,T. 

Wenn nun 2 >2, so lässt sich, wie die Herleitung zeigt, über die 
eventuell vorhandenen regulären Integrale der Gleichung für y, (auf solche 
würde es ja für die Untersuchung der Normalintegrale der Gleichung (2.) 
ankommen) nichts Allgemeines weiter aussagen; nehmen wir aber n = 2, 
betrachten also die Gleichung 


(9.) zy, ta, Yyu+ (Pont Pin Pımt Pan) Un = v, 
so kann dieselbe nach dem Obigen folgendermassen geschrieben werden: 
(5*.) zy,+za,y„+tla.»e’+g,(z)]y„ = 0. 
Hierin ist g,(0)= 0, da 
P..0O)=%-1 Pım-ı = Om-ı 


mi 


nt Pım-ı(O)®.-ı+ Pam (0) m 0 
ist. also kommt 


ywi 


(5°.) y,„txa,y,t(auc+g)Yn = %. 

Ist gu # 0, so kann diese Gleichung kein reguläres Integral besitzen, 
denn ihre determinirende Funetion ist dann eine Constante, nämlich gu; soll 
also (5”.) überhaupt ein reguläres Integral besitzen, so muss 9, = sein, 
dann aber hat diese Gleichung, welche nun die Form 


/ \ Zi a ! A,, 
(6.) Yut 2 Yut x’ Ym un 0 


annimmt, nicht nur ein in der Umgebung von 2 =0 reguläres Integral, 
sondern sogar deren zwei, nämlich ©” und =” oder x" und «"logx, je- 
nachdem die Wurzeln r,, r, der Gleichung 
r(r—1l)+a,rtan = 0 
ungleich oder gleich sind. Damit ist die in der Abh. (Nr. IV, 5. 29) auf- 
gestellte Behauptung bewiesen. | 
Beispiel. Die gegebene Differentialgleichung sei: 
++ eye Ze )y = 0. 


x x” 
Nimmt man hier m = 2, so wird 
i 
Pı = AT tage +g3, Pr > Aa tt 


und die zugehörige algebraische Gleichung lautet, 


F(z, ve) =v+[(a,-S)e+a,2+a,lo+tauer+ +0, = 0. 
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Da v,=2=m (vgl. Abh. S. 12), so kann man, auch wenn der erste Coef- 
ficient oe, eine Doppelwurzel ist, dennoch ®, und e, zugleich durch Reihen- 
entwickelung aus F(z, ve) = allein finden. Es wird 
v = la, +a22+la.—3)e + tla; +) —(ane’+-- 
Da v, eine Doppelwurzel = —La,, sein soll, ist a,—4a,=0, und man er- 
hält als erste nothwendige Bedingung 
4,4; — 2a, = UV. 


Ist dieselbe erfüllt, so kommt (vgl. Abh. S. 28) 


ui a u | a Mn. | u. Gi . 
u=0OtUC= —Ja,t0r, 0=— +1 +7 Aa). 
Es wird also 
G(="')= 2 e"— ar", Ple)=u=— ni +or, 
P.(z) = eu 00,04 (Sa -- e)a’— 202, 
folglich die Differentialgleichung für 7: 
zn +20 +a,+a,2)2en +(a3 — 2a +a,0+a,e)n = 0. 


Wenn hierin « zweiwerthig (d. h. e, eine einfache Wurzel der betreffenden 
Ableitungsgleichung) also 2 -+a,, # 0 ist, so wird die determinirende Funetion 
vom ersten Grade, mithin der Exponent A (vgl. Abh. 5. 22 unten) eindeutig 
bestimmt durch 

(2a-+a,)A+a,—2a+a,e = V: 
ist aber auch ®, eine Doppelwurzel, 2@-+a,=0, so kann kein reguläres 
Integral n existiren, wenn nicht auch 


G.,G., 


Ay +42 — r . _— () 


ist; dann aber sind sogar zwei reguläre Integrale vorhanden, weil sich die 
Differentialgleichung auf 


redueirt. 


ll. 

Wir haben oben gezeigt, dass in der That (wie in der Abh. S. 29 
behauptet wurde), wenn bei einer Differentialgleichung »ter Ordnung die 
45* 
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Coeffiecienten A, sämmtlich »-fache Wurzeln der betreffenden Gleichungen 
sind, alsdann stets 


vu = -—— — 
’ n h! de" 


1 1 rw) 


sein muss, und dass (wenigstens für » = 2) möglichenfalls die Differential- 
gleichung für 


-G@ 1) 


Ya m. -Y 
lauter in der Umgebung von 2=0 reguläre Integrale besitzt. Es soll nun 
umgekehrt bewiesen werden, dass, wenn die gegebene Differentialgleichung 
P(y)=0 die letztere Eigenschaft besitzt, wenn also P(y) nach der Bezeich- 
nungsweise von Herrn Tkome (dieses Journal, Bd. 83 S. 91, Bd. 96 S. 209) 
ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 
era) 

ist, alsdann stets die Grössen vo, auf die angegebene Weise bestimmt werden, 
und n-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind. 

Um dies einzusehen beachte man zunächst, dass die Differential- 
gleichung für y,, die wir in der Form 

P(y.) =eTDPleI,y) = 0 
schreiben wollen, ebenfalls wie P(y)=0, der Hamburgerschen Klasse an- 
gehören muss, da ihre Integrale wie die von P(y)=0 im Endlichen nur 
den singulären Punkt 2 = 0 besitzen und im Unendlichen sich regulär ver- 
halten. Da nun gleichzeitig die Gleichung P= 0 lauter in der Umgebung 
von 2=( reguläre Integrale besitzen soll, so kann sie nur die Form 
(7) Eye yEr+ tt Damm > 0 
haben, wo die Grössen p;,= a, eonstant sind. Durch die Substitution 
ug 

geht (7.) über in 


Q ın „,(r) Un—1) n—1) N 
(8.) C Yu-ı Tr © ; Pa + tpn- fe en Wr v, 


wo 


Pın-ı = % Um tEPıns 
(8*,) P2.m-—ı —. 2, II,,+(n—1),2pın MI mt& Porn» 
(c 





Pnm-ı un 1. + TPım I ,._ım + PR + a Pyams 
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wenn nämlich gesetzt wird 


1 


—| 1 Im—1tE 
Li in "’m—ı?7 Ge 
IT, (2) :5@ dx‘ 


IT,,(0) ve. (—1)'e; 


m—1* 


Aus dem Gleichungssysteme (8°.) folgt aber 


P:im (0) “u (-1)'n,0,_.; 
so dass v„_, eine »-fache Wurzel der Gleichung 


F„-(0, ®) = "+p9.n-1(W)e""+ + pm) 
ist. 

In derselben Weise weiter schliessend erkennt man die Richtigkeit 
des einen Thheiles der aufgestellten Behauptung, dass nämlich die ®, n-tache 
Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind; hieraus folgt aber 
auf Grund des in der Nr. I bewiesenen allgemeinen Satzes sofort auch die 
Richtigkeit des anderen T'heiles, d. h. die Darstellbarkeit von ®, in der an- 
gegebenen Form. 

Für n=2 ergeben sich wie am Schlusse der Nr. V der Abh. (S. 34) 
gezeigt wurde, aus den hier allgemein hergeleiteten Resultaten, die Bedin- 
sungen für die Existenz logarithmischer Normalintegrale Für » >2 und 
eine beliebige lineare Differentialgleichung QO(y) = 0, deren Coefficienten in 
der Umgebung der singulären Stelle e=« sich wie rationale Functionen 
verhalten, wurde a. a. ©. (S. 30 ff.) nachgewiesen, dass man aus der Existenz 
eines Integrals der Form 


A | o‚ N 
(9.) y= (z-a) Fe ‘3 y,.log'(cz—a) 
i=1 k 


auf das Vorhandensein von Integralen der Form 


117 


ev, = (z—a)e 


p, (=, 2%, 2. P; } ni } 
schliessen kann. Hieraus folgt, dass sich Q(y) z. B. in die Form 
0(y) Bun A,b, 
setzen lässt, wo 
d y 


dx v, 


BD, = © 


und die Integrale von A, = 0 die fundamentalen determinirenden Faetoren 


W, W, W 


P 
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besitzen. Sind die sämmtlichen Integrale von Q(y)=0 in der Form (9.) 
darstellbar, so ergiebt sich durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens, dass 
O(y) ein aus normalen Componenten zusammengesetzter Differentialausdruck 
ist, und zwar genügt jede Integralgruppe, der (Abh. S. 33) der fundamentale 


determinirende Factor e"' gemeinsam ist, einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdruck. Die Bedingungen für einen solchen kann 
man aufstellen und hat dann um die allgemeine Form für Q(y) zu er- 
halten nur die Differentialgleichung zu bilden, die die Integrale einer An- 
zahl gegebener Differentialgleichungen vereinigt enthält. 











Ueber die Existenz von Integralen bei Systemen 
partieller Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Paul Stäckel in Kiel.) 


In seiner Abhandlung: Ueber die Integrale partieller Differential- 
gleichungssysteme beliebiger Ordnung (dieses Journal, Bd. 109. S. 261 bis 340 
1892) hat Herr Königsberger die Frage nach der Existenz von Integralen 
bei Systemen partieller Differentialgleichungen beliebiger Ordnung behandelt 
und ist dabei zu folgenden Ergebnissen gelangt. 

Bestehen zwischen s Functionen 


Yo Yan en H 
der r unabhängigen Veränderlichen 


Tı; T,, . . .. un 


und ihren partiellen Ableitungen nach diesen Veränderlichen eben so viele 
Gleichungen: 


n0,+05+*+++0o 





C Ya 

(a. 3 © WE VO 5 En nr A Sn = VÖ, 
orT"or%... or. 

(1.) 

Nn0ıt+P2+ +0, 
Er 5 Yı 

Biss, Bi een — RE — (, 
ort Or%...or" 


so kann dieses Differentialsystem*) durch Einführung neuer abhängiger Ver- 
änderlicher in ein anderes verwandelt werden, das nur partielle Ableitungen 
erster Ordnung enthält und das daher ein Differentialsystem erster Ordnung 
heissen soll. Könnte man also die Frage nach der Existenz von Integralen 
fir jedes beliebige Differentialsystem erster Ordnung beantworten, so wäre 


*) Ebenso wie man eine Gleichung zwischen Differentialauotienten eine Differential- 
) 5 | 
gleichung nennt, ebenso empfiehlt es sich, ein System solcher Gleichungen als ein Diffe- 
rentialsystem zu bezeichnen. 
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damit gleichzeitig dasselbe Problem für die Differentialsysteme höherer Ord- 
nung gelöst. 
Es sei nun ein Differentialsystem erster Ordnung vorgelegt: 


' . . oy, : Oy oO 5 O $ 
F(x.. ..o.. T,s Yı» ....: Y; Or ’ ...;. ng ao. = u = -) ZZ 0, 
r | . 


% 
l 





F(z,, w eu! y: Eu % ) =, 


we RE 7 werd Bea Firt u... .0 0% 
Ur Yin I: de io, ' a "2 Or, 


Dann bildet Herr Königsberger die r Functionaldeterminanten: 


öF öF, ör 
A . Tai u: n 
2 Oy, -. 0 
Oo Yı OÖ 'Y: Oo Ir 
OL, Or, OL, 
OF, öF, ör, | 
d . oy . . . .. Ö 
‘ N in) n J’2 $ | S 
3) u LE id ih 
OIy OT, Or, 
OF, OF, OF, 
N b) nn % . . .. £ 
r O en O 9 nn 6) s 
PT 7? 9% 
OL. OLa OL a 


und macht die Voraussetzung, dass mindestens eine dieser r Determinanten 
nicht identisch verschwinde. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so nennt er das 
Differentialsystem (2.) ein partielles Differentialgleichungssystem erster Ordnung 
und s-ter Klasse und beweist (a. a. OÖ. S. 265—266) für solche Systeme ein 
Theorem, das bis auf eine unwesentliche Abweichung in der Bezeichnung 
folgendermassen lautet: 

„Ist ein beliebiges partielles Differentialgleichungssystem erster Ord- 
nung und ster Klasse vorgelegt: 
/ °Y, oy, Oy; Öys we 


Piz... ei er SER N 
191 > 9 Is Or, Or, ' om’ 082 


(A.) 





/ oy oy Oy; Oy; 
F T % .... T. > q Ei iu; Q 2 _— “ .» 0. r - . ..:. 0.94 R - } ... n 4 — nm 0 
8 \ l ] r) Yı ] j Y; or, / OL; 7 Or, ) ) OT, I 


in welchem F,, ..., F, beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, und seien für einen Werth z, = a, die Werthe von y,, Y», - - -, Y, als 
willkürliche, aber bestimmte Functionen von 2, 2;, ..., z, in der Form: 


’B.\ | (Yı)a, nem pılmz, I oo T.), (Y2)a, Big pr, Diy rue, &,), ee 
je; | (Yı)a, er p(R2; Lover, €,) 
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gegeben, so soll gezeigt werden, dass, wenn @, @, ..., a, irgend ein 
Werthesystem von &,, &;, ..., x, bedeutet von der Eigenschaft, dass 

1) die Funetionen 9,, 2, ».., 9, in der Umgebung dieses Werthe- 
systems nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 

m—G, Id, ::,. 2,4, 

entwickelbar sind, 

2) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (A.) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 


san, Ben :: 13, =6&, 
(Yı)ansa, . Y.(@,, A,) u b,. Fe (Ya end, n p, (a, , ey A | b ’ 
’ oy, OP... -.., 2) 
(- T — — — .- 7 . n BE ) =- bi». . u .4 
( LT, Ayyaydy OL, ul Landau 7 
Oy; \ RR 4° 
2) - — = . . j — 
(C.) ( ( L, Ja sound, u; \ Or. / jvm,d, b iR 


f Oy, ) op, (r,, ..., 2) ] 
(7 Rn 2 — Or, 
( IL; I Apr OT; A | geoosl R. 





und eines die Gleichungen 


WE J, 
F,(a,, WE (=#_), SE Ri 


(D.) 
r.(a, ...; d.; b,, eo. b;; ae) b.». .. 0% Ba 





befriedigenden endlichen Werthesystems: 


A) Ö 07 9 ot s 
(E.) (- 5 zo bu A (- - ar ba, A Ey ( z er b,, 


Om, om, Amy T \ Ox, Be a 
nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 


m, a md, 5 mb 


ui En n 
oy oO 01 Oy, 
a . . . I —D a . . .. vu Ys g J —B 
), 119% b) a) Ir» ) sı® en, sr 
or, OL; Or, Ä Ä ÖL; 


entwickelbar sind, endlich 
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3) die Functionaldeterminante 








OF, OF OR 
a I 
u Mn oR 
u 
u Br 





für die Anfangswerthe (C.) und (E.) von Null verschieden ist, 

die partiellen Differentialgleichungen (A.) ein Integralsystem y,, Y», ..-, 9, 
besitzen, welches in der Umgebung von = 4, =, ..., z,=a, nach 
positiven, ganzen, steigenden Potenzen von 2, —4@, %—4;, ..., 2,—a, fort- 
schreitende Entwickelungen, also den Charakter ganzer Funectionen besitzt 
und für z,=a, die willkürlich festgesetzten Functionalwerthe (B.) aller 
übrigen Variablen annimmt.“ 

Herr Königsberger hat seinem T'heoreme noch zwei andere Formen 
gegeben, die jedoch für die vorliegende Untersuchung nicht in Betracht 
kommen, da er auch bei ihnen ausdrücklich voraussetzt, dass es sich um 
Differentialsysteme erster Ordnung und ster Klasse handelt. 

Dass das Problem, die Existenz von Integralen für Differentialsysteme 
erster Ordnung zu beweisen, durch den Satz von Herrn Königsberger nicht 
in seiner vollen Allgemeinheit gelöst wird, zeigt die Bedingung 3), die nur 
dann erfüllt werden kann, wenn das System (A.) wirklich ein System ster 
Klasse ist. 

Diese Beschränkung ist wesentlicher, als man zunächst vermuthen 
wird. Sie bewirkt, dass das Theorem von Herrn Königsberger nicht aus- 
reicht, um die Sätze über Differentialsysteme höherer Ordnung zu beweisen, 
die von Cauchy, Sonja Kowalewska, Darboux und andern entwickelt 
worden sind, und dieser Sachverhalt, auf dessen genauere Darlegung sogleich 
eingegangen werden soll, verdient um so mehr Beachtung, als er Herrn 
Königsberger entgangen zu sein scheint, der in der Einleitung zu seiner 
Abhandlung sich so äussert: 

„Indem ich diese Untersuchungen zum Gegenstande der vorliegenden 
Arbeit mache, will ich bemerken, dass der Existenzbeweis der Integrale 
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partieller Differentialgleichungssysteme bekanntlich bereits durch die Arbeiten 
von Cauchy, Sophie von Kowalewsky, Darbour und Poincare gegeben ist; 
ich halte es jedoch nicht für überflüssig, diesen Satz hier im Zusammen- 
hange nochmals und vielleicht in übersichtlicherer Form zu beweisen, zu- 
mal da die vorliegende Untersuchung auf Betrachtungen und Methoden führt, 
die ich später häufig benutzen werde.“ 

Vorgelegt sei, um das Wesen der Sache an einem einfachen Bei- 
spiele auseinanderzusetzen, eine partielle Differentialgleichung mit einer ab- 


hängigen und zwei unabhängigen Veränderlichen 
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Werden, wie es Herr Königsberger vorschreibt, als neue abhängige Ver- 
änderliche 


oy, C Y, 
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9: or, 9: OT, 


eingeführt, so findet man als zugehöriges Differentialsystem erster Ordnung: 


oy, oy Oy, Oy, oy., Oy. 
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und überzeugt sich sofort, dass die beiden Functionaldeterminanten (3.) in 
diesem Falle identisch verschwinden, dass also das Differentialsystem (2'.) 
kein System dritter Klasse ist. Mithin reicht der Satz von Herrn Königs- 
berger nicht aus, um die Existenz von Integralen bei partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei unabhängigen 
Veränderlichen nachzuweisen. 

Dass überhaupt ein Differentialsystem höherer Ordnung im allge- 
meinen auf ein Differentialsystem erster Ordnung führt, das der Bedingung 
3) von Herrn Königsberger nicht genügt, ist leicht einzusehen. Sobald man 
nämlich genöthigt ist, zwei erste Ableitungen nach verschiedenen Variabeln 
als neue abhängige Veränderliche in (1.) einzuführen, also etwa 
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zu setzen, so besteht in jeder der r Functionaldeterminanten 
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mindestens eine Zeile aus lauter Nullen, und es werden daher alle diese 
Determinanten identisch verschwinden. 

Die Untersuchungen von Herrn Königsberger lassen demnach keine 
unmittelbare Anwendung auf die allgemeine Theorie der Differential- 
systeme höherer Ordnung zu. Es liegt jedoch nahe zu fragen, ob sie 
nicht durch geeignete Abänderungen für diesen Zweck brauchbar ge- 
macht werden können. Zwei Wege bieten sich hier dar. Man könnte ver- 
suchen, die Zurückführung der Differentialsysteme höherer Ordnung auf 
Differentialsysteme erster Ordnung auf eine andere Art zu bewirken, als es 
von Herrn Königsberger geschieht, und dadurch zu erreichen, dass die zu- 
gehörigen Systeme erster Ordnung der Bedingung 3) genügen. Einfache 
Ueberlegungen zeigen jedoch, dass man dadurch nicht zu dem gewünschten 
Ziele gelangt, weil das Verfahren der Zurückführung, das Herr Königsberger 
anwendet, der Natur der Sache nach keiner wesentlichen Aenderung fähig 
ist. Mithin bleibt nur übrig, das zugehörige Differentialsystem erster Ord- 
nung umzuformen, also zu ermitteln, ob es sich durch eine passend zu 
wählende Transformation der Form: 
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in ein Differentialsystem erster Ordnung und ster Klasse: 
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überführen lässt. 

Gewiss wird man in vielen Fällen durch eine solche Transformation 
(T.), bei der es übrigens genügt 2, und #7, als lineare Functionen ihrer 
Argumente anzunehmen, den gewünschten Zweck erreichen und damit die 
Tragweite des Theorems von Herrn Königsberger erheblich ausdehnen 
können. Allein es lässt sich zeigen, dass dieses Mittel gerade bei denjenigen 
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Differentialsystemen erster Ordnung versagt, die aus allgemeinen Differential- 
systemen höherer Ordnung entsprungen sind. 

Es gilt nämlich der Lehrsatz, dass jedes Differentialsystem s-ter Klasse 
vollständig integrabel”) ist. Zum Beweise beachte man, dass die Gleichun- 
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gen (2.) wegen der Bedingung 3) nach den Grössen 
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aufgelöst werden können. Auf diese Art möge sich ergeben: 
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Aus (2*.) folgen nun durch (A—1)-malige Differentiation die Gleichungen: 
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die überdies auf den rechten Seiten nicht vorkommen. Mithin ist es un- 
möglich aus den durch (k—1)-malige Differentiation erhaltenen Gleichungen 
durch Elimination eine Gleichung herzuleiten, die nur die Ableitungen 
(k—1)-ter und niedrigerer Ordnung enthielte, und es können daher zu dem 
Differentialsysteme (2*.) keine Integrabilitätsbedingungen hinzutreten. 

Hat man andrerseits ein Differentialsystem höherer Ordnung (1.) und 
redueirt es — etwa durch Einführung von p neuen abhängigen Variabeln — 
auf ein System erster Ordnung, so ist es, wie das Beispiel der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei un- 
abhängigen Veränderlichen zeigt, im allgemeinen nothwendig, zwei erste 
Ableitungen einer und derselben unbekannten Funetion als neue abhängige 
Variable einzuführen, also etwa 


K27 27 


ee 8 , —=y, ) 
Ör, Yrın Ör, Ys+: 


zu setzen. Diese Gleichungen ziehen jedoch die Integrabilitätsbedingung: 


Oyszı we Oys +2 
Or, Or, 
*) Ueber diesen Begriff vgl. A. Tresse, Sur les invariants differentiels des groupes 
continus de transformations. Acta mathematica 18, 1894, S. 9. 
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nach sich. Folglich ist das aus (1.) durch das Verfahren von Herrn Königs- 
berger erhaltene Differentialsystem erster Ordnung von s+p Gleichungen zwi- 
schen s+p unbekannten Functionen sicher nicht vollständig integrabel und 
kann also auch nicht durch eine Transformation der Veränderlichen in ein 
Differentialsystem übergeführt werden, das die Bedingung 3) von Herrn 
Königsberger erfüllt und daher vollständig integrabel ist. 

Aus diesen Auseinandersetzungen ist zu schliessen, dass die Frage 
nach der Existenz von Integralen bei Differentialsystemen höherer Ordnung 
nur dann auf dieselbe Frage für Differentialsysteme erster Ordnung zurück- 
geführt wird, wenn über die Anzahl der Gleichungen, aus denen das zu- 
gehörige Differentialsystem erster Ordnung besteht, keine beschränkende 
Voraussetzung gemacht wird, das heisst, wenn diese Anzahl auch grösser 
sein darf als die Anzahl der unbekannten Functionen. 

Diese Frage zu beantworten, ist aber das Theorem von Herrn Königs- 
berger, auch wenn man den Bereich seiner Gültigkeit durch eine allgemeine 
Transformation der Veränderlichen erweitert, durchaus nicht im Stande. Man 
wird vielmehr auf ein neues, überaus schwieriges Problem geführt, das 
neuerdings Herr Riquier mit Erfolg zu behandeln begonnen hat *). 

Unter diesen Umständen scheint gegenwärtig die directe Unter- 
suchung der Differentialsysteme höherer Ordnung, besonders wenn es sich 
um eine unbekannte Function von r Veränderlichen handelt, der allein gang- 
bare Weg zu sein, und man wird so auf die Arbeiten von Cauchy, Sonja 
Kowalewska und Darboux zurückgeführt. 


*) De l’existence des integrales dans un systeme differentiel quelconque. Annales 
de l’Ecole normale superieure. Serie 3, t.X, 1893, S. 65— 86, 123— 150, 167 — 181, 
359—386; vergleiche auch mein Referat in dem Jahrbuche der Fortschritte der Mathe- 
matik, Bd. XXV. 8. 590—594. 








Sur la transformee d’Euler. 


(Extrait d’une lettre de M. S. Pincherle a Bologne a M. L. Schlesinger a Clausembourg.) 


Vous vous etes occupe A plusieurs reprises, dans vos me&moires 
originaux et dans votre excellent „Handbuch der linearen Differential- 
gleichungen“, de la transformation fonctionnelle, souvent employee dans 
l’etude des &quations differentielles lineaires, que vous appelez transformation 
d’Euler. Ü’est pourquoi je pense que les quelques lignes qui suivent, ol 
cette transformation est presentee d’une facon synthetique, ne vous paraitront 
pas denudes d’interet. 

Je definis une operation distributive A, par les equations symboliques 
suivantes, ou D est le symbole de la derivation ordinaire, A, est ce que 
jai appel&*) la derivee fonetionnelle de A,, c’est-a-dire A(lzy)—rA(p), et s 
un nombre quelconque: 


1.) DA,=AD, AD=sA. 


Il suit d’abord de la que A, est aussi permutable avec D, et qu'il en est 
de m&me des derivees fonctionnelles successives A,, ..., A”, ... de A; 
on deduit ensuite de (1.): 


(2) Am D”" = D" A = (s-n+1)(s—n-+2)...(s—n+m) A"), 


Soit maintenant une expression (ou forme) differentielle lineaire de la classe 
de M. Fuchs, | 


F(y) = Zu,(a)D'y, 


ou l’on peut supposer le polynöme entier en x, «,(z), du degre i; si ce 
degr& e&tait plus grand, ö+r, on m’aurait qu’ä poser = D’w. On aura 


A,F(y) = x A,(e,(z)D'y); 


ı I) 


*) V, mon Memoire sur le calcul fonctionnel distributif, Math. Ann., Bd. 49, $ 56. 
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mais l’on a*) 


Ä L Par iniche 
A,(a,D) = a,4,D'+ n A\D'+ 5 AU Di+ AOD‘, 


et, en appliquant la formule (2.): 


! : s(s— ) Zi :_9 « s— u kt 1 ? 
A,(@,D') = «,D'A,+s0,D"A4+ I 0 DR At + an sr a9 A, 


m... 


Si done l’on pose 


l 


F(y) = 5 (0,D’g-+sa)D' "pt Sr ser 


1) 


on aura entre F et F, la relation 
AF=FA, ou F,=AFA,; 


F, est done la transformee de F par A, L/’&quation F,=(0 appartient, 
comme F=(0, a la elasse de M. Fuchs; elle a les m&mes points singuliers, 
ete. On remarque facilement que les transformations A,, pour les diverses 
valeurs de s, forment un groupe A un parametre, et que on a AA=A,, 
avec toutes ses consequences. La transformation infinitesimale de ce groupe 
est une op£@ration K definie par les &quations symboliques 


DK=KD, DK =1. 


L’operation A, pourrait parfaitement s’indiquer par D', d’est-A-dire ätre 
regardde comme une derivation d’indiee queleonque. Si pour l’operation 
A, on veut une expression analytique, on pourra partir de la formule dejä 
eitee**), et en cherchant le developpement de A,(e’p) en serie de la forme 


> 4,(@)D"g, dont on determinera les coefficients A,(x) par les @quations (1.) 


n } 


au moyen de la methode des coefficients indetermines, on obtiendra: 


= sG-1)...(s-n+l) mu 
1.: a 


Ale) = e 3-7, P" 


n—ı) 


A cette serie on peut, comme je l’ai montre dans des exemples analogues***), 
en substituer d’autres, convergentes dans un champ de fonctions plus &tendu. 
Une autre expression analytique pour l’operation A, est donnde par 


‘*) Mem. cite, $ 61, formule (18). 
=“) Memoire cite, $ 61. 
***) Memoire cite, $ 55. 
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integrale definie 


3.) TO 
(!) 
ou la ligne d’integration / est prise en sorte que la partie finie, dans l'inte- 
gration par parties, soit nulle.. En effet, on verifie immediat@ment que 
l’operation (3.) satisfait aux @quations symboliques (1... On retombe ainsi 
sur l’expression ordinaire de la transformation d’Euler, celle que vous 
donnez dans le douzieme Abschnitt de votre traite. 

Le theor&me du $ 233 de votre ouvrage s’obtient comme consdquence 
immediate de la theorie generale des operations adjointes, que j’ai donnde 
tout r&ecemment*) & un point de vue synthetique. D’apr&s cette note, si on 
indique par A l’operation adjointe de l’operation distributive A, on a, (f, y) 
etant une operation distributive par rapport aux deux fonctions arbitraires 
fet p: 


(AM, 9) = (h AP); 


on A ENCOTE 


D=-D, (A)=-(A'), (ABC...)=..CBA; 


on a aussi que si F est une expression (forme) differentielle lineaire, F est 
son adjointe au sens de Zagrange. Au moyen de ces proprietes, on voit 
sans peine que si A, est une transformation d’Euler, son adjointe A, satisfait 
aux €equations symboliques (1.) et ne differe par consequent de A, que par 
un facteur constant. Üela pose, de F,= A,FA,' on deduit 


P, = 4'’FA, 


mais A,=cA, done F= A, F,Ar', e’est-A-dire: 

„la transformee d’Euler de l’adjointe de la transformee d’Euler d’une 
forme differentielle lineaire est l’adjointe de cette forme‘; c’est la votre 
theoreme. 


*) Sull’ operazione aggiunta, Rendiconti della R. Accademia delle scienze di Bo- 
logna, 17. Aprile 1898. 
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